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♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ❢s✲▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥ r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r s✐♥❞ ✭500 ●❲✴❝♠2 < IG < ✼✵✵ ●❲✴❝♠2✮
③❡✐❣t ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3✭❙❆▲✮✲●❧❛s ❞✐❡ ❜❡st❡♥ ❙❝❤❛❧t❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠✐t ❊✣③✐❡♥③❡♥ η >
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s❝❤❡♥ ❞❡r ❖rts❛✉✢s✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙◆❘ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❖rts❛✉✢s✉♥❣ ❧✐❡❣t
③✇✐s❝❤❡♥ ∆z = 22 µ♠ ✉♥❞ ∆z = 40 µ♠✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇❡✐s❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss
❜❡✐ ❣r♦❡♠ ❙◆❘ ❞✐❡ ❖rts❛✉✢s✉♥❣ ✉♥❛❜❤♥❣✐❣ ✈♦♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r
❙❝❤✐❝❤t❧✉♠✐♥❡s③❡♥③ ✐st✳ ❇❡❦❛♥♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛✉s ❞❡r ❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞✐❡♥t❡♥ ③✉r
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✻✳✺✳✷ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✻✳✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✼ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡rs ✻✸
✼✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✼✳✷ ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠✲
♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✼✳✸✳✶ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✼✳✸✳✷ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✼✳✸✳✸ ❊♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ st❛❝❦❡❞ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✼✳✸✳✹ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✼✳✸✳✺ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❈❞❙ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✼✳✸✳✻ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✼✳✹✳✶ ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✼✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τr✱ t❤❡ ✢✉♦✲
r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✼✳✹✳✸ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✽ ❙✉♠♠❛r② ✽✺
✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✽✽
▲✐st ♦❢ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✾✵
❆♣♣❡♥❞✐① ✾✹
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✶
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✸✹
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✸✾
❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦s♣❡r✐t② ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐s❡❛s❡s✳ ❉✐❛❜❡t❡s ♠❡❧❧✐t✉s t②♣ ■■ ♦r ❛❣❡✲r❡❧❛t❡❞ ♠❛❝✲
✉❧❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❆▼❉✮ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛✤✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡r♥
✐♥❞✉str✐❛❧ s♦❝✐❡t② ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❬✶✱ ✷❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦✈❡❧ ❤✐❣❤❧② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛r❧② tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❡❛s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ ❧✐❢❡ q✉❛❧✐t②✳
❊✈❡♥ ❛t ❛♥ ❡❛r❧② st❛❣❡✱ t❤❡s❡ ❞✐s❡❛s❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ❬✸✱ ✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐✲
❛❣♥♦st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♠❛♣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❝❡❧❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠
s✉❝❤ ❛s ❤②❞r♦❣❡♥❛t❡❞ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✭◆❆❉❍✮ ❬✺❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ◆❆❉❍ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ✈✐❛
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❋▲■▼✮ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣✲
♥♦s✐s ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❞✐s♦r❞❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❞❡t❡❝t ♦t❤❡r ♠❡t❛❜♦❧✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s s✉❝❤ ❛s ✢❛✈✐♥ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡
✭❋❆❉✮ ♦r ✢❛✈✐♥ ♠♦♥♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✭❋▼◆✮ ❬✻✕✶✷❪ ❛♥❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ s❦✐♥ ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❋▲■▼ ✐s ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ✐♠❛❣❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❧❛t❡r❛❧
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡
t❤❡ ❛①✐❛❧ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❆❉❍ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞✉s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡ ❛♥❞ t❤❡
◆❆❉❍ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✭❙♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❬✶✹❪✱ s❝❤❡♠❡ ❢r♦♠ ❬✶✺❪✮
❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✇❡❛❦
♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣❤♦t♦✲❞❛♠❛❣❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❤❛s t♦ ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ NA < 0.2✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡②❡
❜❛❧❧ ✭✜❣✳ ✶✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐tr❡♦✉s
✶
❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷
❜♦❞②✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t✱ ❚♦❋✮ ♦❢ ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡❝♦❞❡❞ ✐♥
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✉♣♦♥ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡s ❛♥❞✴♦r ❤✐❣❤ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐s ❡✈❛❞❡❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡ ❛①✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✭❞✐✛✉s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦r ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❝❢✳
s✉❜s❡❝t✳ ✷✳✷✮✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡✇✳
❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●r❢❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✳
❆s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✱
❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✭✜❣✳ ✶✳✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t❡s
t♦ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵ ❢s r❛♥❣❡✳ ❈♦♥❝♦♠✐t❛♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s②st❡♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧
✐s ✈❡r② ✇❡❛❦✳ ❙✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞②
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s ❬✽✱ ✶✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st ❧✐❣❤t ❣❛t❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✇✐t❝❤❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥
t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❣❛t❡
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳
❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❝r✐t✐❝❛❧ ❛t t❤❡ ✶✵✵ ❢s t✐♠❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✉♣♦♥ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦♥s❡t✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✇♦r❦ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t✇♦
♠❛❥♦r ♣❛rts✿
❉❡s✐❣♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♣t✐❝❛❧
❣❛t✐♥❣ ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✲
✐♥❣ t❤✐♥ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❧❛②❡rs ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✮ ♣♦s❡s tr❡♠❡♥❞♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❣❛t❡✿
• ❋❛st✿ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵ ❢s r❛♥❣❡✳
• ❊✣❝✐❡♥❝②✿ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭❧✐❢❡ t✐♠❡ τF >
300 ♣s✮ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✇❡❛❦✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t ❜② ❛ ❢❛st ❣❛t✐♥❣ ✭❣❛t✐♥❣
t✐♠❡ τGate ≈ 100 ❢s✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧ t♦ s♦♠❡ ❢❡✇ ♣❤♦t♦♥s ♣❡r ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✉s ❣❛t✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❧♦✇ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡✈❛❞❡ t✐❣❤t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ t❤✉s ♠❛② ❡♥❛❜❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ s✐❣♥❛❧✳
• ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞✿ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❡✳❣✳ ◆❆❉❍ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ λem = 400 ♥♠ t♦
λem = 600 ♥♠ ❬✶✹❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣❛t❡ s❤♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ s✇✐t❝❤✲
❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸
✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r r♦✉t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❣❤t ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❣❛t❡✳
• ❍✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✿ ❖♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s ✭▼❍③✮ ✐s ♥❡❝❡s✲
s❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ s❤♦rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❢s✲♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ✐s r❡✈✐s✐t❡❞✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✭❖❑●✮ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ st✉❞②
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞
♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ✜❣✉r❡
♦❢ ♠❡r✐t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ❢♦r ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❖❑● ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳
■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❡st✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢✿
• t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t❧② st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs ✭t❤✐❝❦♥❡ss ❞ < ✶ µ♠✮✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❢❛st t✐♠❡
r❡s♣♦♥s❡ ✭t❤✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡rs✮✱
• t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t❧② st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs ✭❞ < ✶ µ♠✮✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡ r❡✲
s♣♦♥s❡ ✭❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡ ♥❛♥♦✇✐r❡ ❡♠✐ss✐♦♥✮✱
• t❤✐❝❦ st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs ✭❞ > ✽✵ µ♠✮✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✭✢✉✲
♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❈♦✉♠❛r✐♥ ✶✺✸ s♦❧✉t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❛❧♦❣✐❡s t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐♥ ❛♥❞ t❤✐❝❦ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❛❞❡q✉❛t❡✱ s✐♥❝❡
◆❆❉❍ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s❤♦✇ ❞✐st✐♥❝t ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳
❍❡♥❝❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐❝❦ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥s✉r❡s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
❖♥❡ t❡st✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ♥❛♥♦✇✐r❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ r❡✈❡❛❧ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡rt✐s❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧
s②st❡♠ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❜r♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❧♦✇ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❢♦r ❛①✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞
❡♠✐tt❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✷✳✶ ❚✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❚✐♠❡✲♦❢✲❋❧✐❣❤t ✭❚♦❋✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✭s✉❝❤ ❛s t✇♦
❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ♦r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ ❧❛②❡r✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s❤♦rt ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❡♠✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❜❡❧♦✇ ❝❛❧❧❡❞ ✧t✐♠❡
tr❛❝❡✧✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✧▲✐❣❤t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣✧ ♠❡t❤♦❞
✭▲■❉❆❘✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✐♥❞✉str②✱ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
❛str♦♥♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦r❡ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚♦❋ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ❜② t❤❡ ✉s❡❞
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✳ ✼✮✳ ❆ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆t = 50 ❢s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛♥ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆z = 7.5 µ♠ ✭✐♥ ❛✐r✱ ❡q✳✭✼✳✶✮✮✳
❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ❜r✐❡✢② ❜❡❧♦✇✳
❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❈❋▼✮ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❬✷✸✱ ✷✹❪✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❈❋▼ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐s
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡✳ ❖♥❧② ❧✐❣❤t ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❢♦❝✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣
❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❞❡❡♣❡r ♦r s❤❛❧❧♦✇❡r ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✶ µ♠ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛①✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆z str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ✭NA✮ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ❬✷✺❪✿
∆z(FWHM) =
0.88λ
n0 −
p
n20 −NA2
✭✷✳✶✮
❆ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧∆z✮ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡s✳ ❆t s♠❛❧❧ NA ✈❛❧✉❡s
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ NA ❛s ❧♦✇ ❛s ✵✳✶ ✭t②♣✐❝❛❧ ❢♦r
❤✉♠❛♥ ❡②❡✮✱ ∆z ❛♠♦✉♥ts t♦ ✾✵ µ♠ ✭λ ❂ ✺✵✵ ♥♠✱ ♥ ❂ ✶✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❚♦❋ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈❋▼ ❢♦r ❧♦✇ ◆❆ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ❢♦r
✹
✷✳✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✺
❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ NA = 0.2 ✭✉❧t✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❤✉♠❛♥ ❡②❡✮✱ t❤❡ ❞❡♣t❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆z ≈ 20 µ♠✳
❖♣t✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❞❡♣t❤
r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❖❈❚✮ ❬✷✻❪✳ ❖❈❚ ❡♥❛❜❧❡s ❢❛st
❛①✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛t✲
t❡r❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♣r♦❞✉❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠s✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦♥❡
r❡✢❡❝t✐♥❣ ❛r♠ ♦❢ ❛ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ❧✐❦❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❯s✐♥❣ ❖❈❚✱ ❛♥ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
∆z < ✶ µ♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✐❢ ❛ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ✐ts ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱
❛s ♦♥❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❧② str✉❝t✉r❛❧✱ ❜✉t
♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❙❡❧❢✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙■❋▼✮ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❚♦❋ ✐s s❡❧❢✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✷✼❪✳ ❍❡r❡✱ ❛ ♣❤❛s❡
♠❛s❦ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉❜❡ ❧❡♥s ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❉✉❡
t♦ s❡❧❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❝✐♣❤❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❢❛st t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st s❛♠♣❧❡✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇s ❧❛r❣❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤
r❛♥❣❡s t♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♠✐❝r♦♥s ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❚♦❋
♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥✜♥✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ❞❡❝❧✐♥❡s
✇❤❡♥ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✇❡❛❦
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✮✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ❝♦rr❡❧❛t❡s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋▼✳
❉❡ ●r♦♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
s❡t✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ✶✸ µ♠✱ ✐❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ✵✳✵✾ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❙■❋▼ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ■❢ ❧✐❣❤t tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈✐tr❡♦✉s ❜♦❞② ❢♦r ✐♥ ✈✐✈♦ r❡t✐♥❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧♦✇ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ ❙◆❘ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✈✐❛
❚♦❋ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t t♦♦ str♦♥❣✳
✷✳✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❋♦r ❛ ❚♦❋ ❜❛s❡❞ s②st❡♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❧② s♦♠❡ ❢❡✇ µ♠✱ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ∆t = 100 ❢s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢❛st❡st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡t❡❝t♦rs s❤♦✇
t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ∆t > 20 ♣s ❬✷✽❪✳ ❊✈❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡r♥
str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ∆t > 200 ❢s ❬✷✾❪✳ ❚❤♦s❡✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ∆t ≈ 50 ❢s ❛♥❞ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
✷✳✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✻
❈❛s❝❛❞❡❞ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❆t ❛ ❝❛s❝❛❞❡❞ s✇✐t❝❤✱ ❜❛s❡❞
♦♥ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❣❤t ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦♣❡♥s t❤❡ ❣❛t❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝❧♦s❡s ✐t✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐ts ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❣❛t❡ ✇✐❞t❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✧♦♣❡♥✧ ❛♥❞
✧❝❧♦s❡✧ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦✉❧❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♣✉♠♣❡❞ ❣❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✸✵❪✱ ❛ str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ t❤✐♥
✜❧♠ ❬✸✶✱ ✸✷❪ ♦r ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠✐rr♦r ❬✸✸❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s❡❡❞❡❞ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs
❬✸✸✱ ✸✹❪ ♦r ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✸✺❪ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❣❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r
❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❣❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❜r♦❛❞
s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❬✸✸✱ ✸✻✱ ✸✼❪✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❛♠♦✉♥t
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾✺ ✪ ❬✸✺✱ ✸✽❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❡r ❝❡♥t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛② r❡s✉❧t
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❝❡♥t❡rs ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❤♦t♦ ❞❛r❦❡♥✐♥❣ ❬✸✾❪✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡♥s ❆♥ ✐♥❞✉❝❡❞ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❬✹✵❪ ♦r ✭❞❡✮✲
❢♦❝✉s✐♥❣ ❬✹✶✱ ✹✷❪ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ❜② ❛ str♦♥❣ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✷✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣❛t✐♥❣✳
❆ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ t✐❣❤t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❤✐❢t ✭❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❬✹✵❪✮ ♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✭✭❞❡✮❢♦❝✉s ❬✹✸❪✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♣♦t ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts s♣♦t s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❣❛t❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❖♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ●❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s
✭s✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❙❋● ❬✹✹✕✹✻❪ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❖P❆
❬✶✻✱ ✹✼✱ ✹✽❪✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐t❤✐✉♠ ✐♦❞❛t❡ ✭▲✐■❖3✮ ❬✹✾❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ t✐♠❡
tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②
s❤✐❢t❡❞ ✭❙❋●✮ ♦r ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✭❖P❆✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛st s✉❝❤ t❤❛t
t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ ∆t = 33 ❢s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✹✻❪✳ ❙❋● ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r❡❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❡r② ❣♦♦❞ s♣❡❝tr❛❧ ✜❧t❡rs✳ ■ts ❡✣❝✐❡♥❝②✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❜❡❧♦✇ ✶ ✪✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ✈❡r② ✇❡❛❦ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
s✐❣♥❛❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s ❬✺✵✱ ✺✶❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❖P❆ ♣r♦❝❡ss ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ●❛✐♥ ❢❛❝t♦rs
♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 105 ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✻❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s✳ P✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s
❛❜♦✈❡ ✶✵✵ µ❏ ✇❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢s✲♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❢♦r ❤✐❣❤
r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠
❛ ❧❛r❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ s❡❧❢ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✹✽❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t
❝❧❡❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❖P❆ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❛t✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥s✳
❇♦t❤ t❤❡ ❙❋● ❛♥❞ t❤❡ ❖P❆ ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❬✺✵❪✳ ❚❤✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❧✐♠✐ts t❤❡ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❇r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❙❋● r❡q✉✐r❡s
❡✐t❤❡r ❛♥❣✉❧❛r s❝❛♥♥✐♥❣ ❬✹✻❪ ♦r ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ❬✹✺❪✳
✷✳✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✼
❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❆ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥t❡♥s❡ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ✭❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ tr❛♥✲
s✐❡♥t ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②✱ ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r♦t❛t❡❞✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss ♣♦❧❛r✐③❡r s❡t✉♣✳ ❋♦r ❛ ✈❡r② ❢❛st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧
r❡s♣♦♥s❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss
♣♦❧❛r✐③❡r s❡t✉♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♣t✐❝❛❧
❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✭❖❑●✮ ❬✺✷✱ ✺✸❪✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s ❖❑● ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❛ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ✇❛s ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ ✉❧tr❛❢❛st ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✽✱ ✺✹✕✻✶❪✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❣
❬✻✷✱ ✻✸❪ ♦r t♦ ♣✉❧s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✻✹❪✳ ■t ✇❛s ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢
t✉r❜✐❞ ♠❡❞✐❛ ❬✻✺✱ ✻✻❪ ♦r ❜❛❧❧✐st✐❝ ♣❤♦t♦♥s t❤r♦✉❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ❬✻✼❪✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧✐❣❤t ✈✐❛ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡t❤♦❞
✉s✐♥❣ ❖❑● ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✻✽✕✼✵❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❖❑● ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✜❧t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss s❡❧❢✲❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✼✶❪
♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❘❛♠❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✼✷✕✼✺❪✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ❘❛♠❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡ t❤❡ ❖❑● t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❬✼✻✕✼✽❪✳
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ µ♠
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❧♦✇ ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❖❑● t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ ②❡t✳
❚❤❡ ❖❑● ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤❡❞✳ ❍❡♥❝❡ ♥♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s♣❡❝✐✜❝
❣❛t✐♥❣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐ts t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
✉s❡❞ ✭s❡❝ts✳ ✻✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✮✳ ❆ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ∆t = 100 ❢s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❬✶✽❪✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❖❑● ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ♥♦♥✲❣❛t❡❞ ❧✐❣❤t ❧❡❛❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss
♣♦❧❛r✐③❡r s❡t✉♣ ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮ ♦♥❧②✳ ❍❡♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✶✵✵ ✪ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠✲
♠♦♥ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❝ts✳ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✻✳✶✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦
✹✵✵✵ ✪ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ❬✼✾❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥❧②✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♦❢ ✈❡r② ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧s ❞♦✇♥ t♦
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❧❡✈❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦
s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ tr❡♠❡♥❞♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② ❢❛st✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦rt❡r ❢♦r ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❋♦r s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡❞✐❛ ✭s❡❝t✳ ✻✳✶✮ ♥♦ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● t✐♠❡ ✭❞♦✇♥
t♦ t❤❡ ✶✵ ❢s r❛♥❣❡✮ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❚❤❡ ❖❑● ♣r♦❝❡ss s❡❡♠s ♥♦t t♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐ts ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❡①❝❡♣t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
❖❑● r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
❣❛t❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ s❡❧❢ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❖❑● ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs✳
❈❤❛♣t❡r ✸
P❤②s✐❝❛❧ ❜❛s✐❝s ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❣❛t✐♥❣
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥
❣❡♥❡r❛❧ ❡✛❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② s✉❜✲
st❛♥t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦❝✉s ✐s
♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❡✛❡❝t✳
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✸✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ~E(ω) ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ~P ✐♥ ❛
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ ~D✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ ❬✽✵❪✿
~D = 0 ~E+ ~P = 0 ~E+0χ~E = (1+χ)0 ~E =

1 + χ(1) + χ(2) ~E + χ(3)
 ~E2 + ... 0 ~E,
✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ 0 ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(ω) = χr(ω)+ iχi(ω) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✭♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳
❋♦r ✇❡❛❦ ✜❡❧❞s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r χ t❡r♠s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
✭✸✳✶✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r ✐♥ ~E✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✭❤✐❣❤
❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✮ t❤❡ t❡r♠s χ(2)✱ χ(3) ❡t❝✳ ✐♥ ✭✸✳✶✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ P❤②s✐❝❛❧
❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ χ(2) ♦r χ(3) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s❡❝♦♥❞✲ ♦r t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❧✐❡s ♦♥ χ(1) ♦r χ(3)✳ ❊✛❡❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ χ(2) r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✭♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦r s♣❡❝✐❛❧
♠❛t❡r✐❛❧ s②♠♠❡tr②✮✳ ▲❛r❣❡r ♦r❞❡rs ♦❢ χ ✭χ(4) ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✮ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ✉s❡❞
✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ ✐s ❛ t❡♥s♦r ✇✐t❤ ✐ts r❛♥❦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② χ(3) ✐s ❛ ❢♦✉rt❤✲r❛♥❦ t❡♥s♦r✳ ■♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ χ(3) ♣♦ss❡ss❡s ✷✶ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦❢
✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❬✽✶❪✳
✸✳✶✳✷ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✧r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✧ en = n+ik✳
✽
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✾
■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ en ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ χ(1) ❜② en2(ω) = 1 + χ(1)(ω) ❬✽✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ n ❛♥❞ λ ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ω✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✷✕✽✹❪✳
❚✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✿
n2(λ) = C0 +
X
i
Aiλ
2
λ2 −Bi ✭✸✳✷✮
n2(λ) = C0 +
X
i
eAi
λ2 −Bi ✭✸✳✸✮
C0✱ Ai ❛♥❞ Bi ❛r❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λ tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✭♣✉❧s❡✱ ❝❢✳ s❡❝t✳ ✸✳✷✮ t❤❡
❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭♣❤❛s❡
✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✧❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✧ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✭❧✐❣❤t ♣✉❧s❡✮ ✐s t❤❡
❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❬✽✺❪✿
ng = n− λdn
dλ
✭✸✳✹✮
❋r♦♠ t❤❡ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✭✸✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡r♠ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ n ❬✽✻❪✿
n(I) ≈ n0 + n2I = n0 + nF2

E2

, ✭✸✳✺✮
✇✐t❤ n0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ χ(1) ❛♥❞ n2 ❜❡✲
✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ χ(3)✳ I ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t✳
❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ χ(3) ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2 ❛♥❞ nF2 r❡❢❡r t♦ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
✜❡❧❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙■ ✉♥✐ts ❛♥❞ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❣s ✉♥✐ts✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✐❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
n2[cm
2/W ] =
10−8
90cn0
nF2 [esu], ✭✸✳✻✮
✇✐t❤ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳
❋♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✱ n2 ✐s ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ χ
(3)
xxxx ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉s✲
❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❬✽✻❪✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s
♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t②✳ n ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❧✐q✉✐❞s✮✱ ❘❛♠❛♥ ✐♥✲
❞✉❝❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✽✻❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
t❤❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❛t ❢❛✐r❧② s♠❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭s❡❝t✳ ✻✳✺✳✷✮✱
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥ ❞♦ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❛t ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡s
t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✵
❲❤❡r❡❛s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛
✈❡❝t♦r✐❛❧ ❡✛❡❝t ❬✽✼✕✽✾❪✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳
✸✳✶✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ~P ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭❛t♦♠✐❝✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ s❡r✐❡s
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❜❡
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② αm ✭✐♥ ❝❣s ✉♥✐t s②st❡♠✮✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❜② t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲▲♦r❡♥③ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✾✵❪ ✭❝❣s ✉♥✐ts✮✿
αm =
3Vm
4πNA
n20 − 1
n20 + 2
=
3Mm
4πρNA
n20 − 1
n20 + 2
, ✭✸✳✼✮
✇✐t❤ NA ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t✱ Vm t❤❡ ♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡✱ ρ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ Mm t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ n r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❡s♦♥❛♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❧✐❣❤t ✇❛✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② γ✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ n2 ❜② ❬✾✶❪✿
n2 =
20f 4π2
cn20
Nmγ =
20f 4π2
cn20
X
i
Nm,iγi, ✭✸✳✽✮
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ f ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛s f = (n20 + 2)/3✳ ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡✱ ✐ts n2 ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts
✭❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❡q✳✭✸✳✽✮✳
✸✳✶✳✹ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦❧✐❞s
❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ en r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣
❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh ♦❢
t❤❡ ❧✐❣❤t ✜ts t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
❛t ❧❡❛st t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♣❤♦t♦
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ EPh ♦❢ t❤❡
❧✐❣❤t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
EPh = h¯ω =
hc
λ
, ✭✸✳✾✮
✇✐t❤ h = 2πh¯ ❜❡✐♥❣ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ ❛ s♦❧✐❞✱ t❤❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❢♦r♠ q✉❛s✐ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡st ❜❛♥❞ t❤❛t ✐s st✐❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✭❱❇✮✳ ❇❛♥❞s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ✭❈❇s✮✳
■♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs t❤❡ ❱❇ ❛♥❞ t❤❡ ❈❇ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❛♥❞ ❣❛♣
❡♥❡r❣② EGap ❛♥❞ t❤❡ ❈❇ ✐s ❡♠♣t② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✶
✭❯r❜❛❝❤ ❧❡✈❡❧s ❬✾✷❪ ♦r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠♣✉r✐t✐❡s✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❜❛♥❞ ❣❛♣✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t✱
✐❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② EGap✳ ❋♦r EPh < EGap t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r② ✇❡❛❦✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣❤♦t♦♥s
❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❡q✳
✭✸✳✺✮✮ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❨❡t✱ ✐❢ ❛ ✇❡❛❦ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞
✭s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ IS✮ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✭❣❛t❡ ✜❡❧❞ IG✮ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❢r♦♠ IS ❛ss✐st❡❞ ❜② IG ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ❡❛❝❤ ❛r❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ EGap✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠✉❧t✐
♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✧ ✭❈▼P❆✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ✜❣✳ ✸✳✶❛ ✭❧❡❢t✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❈▼P❆ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛①✐s z ✐s ❬✽✻❪✿
dIS
dz
= −(αkIk−1G + αPD)IS, ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❈▼P❆✳ αk ❛♥❞ αPD ❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❈▼P❆ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss d ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
IS = I0e
−(αPDd+αk(IG(1−RF ))k−1deff). ✭✸✳✶✶✮
✇❤❡r❡ RF ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭s✉❜✲
s❡❝t✳ ✸✳✶✳✺✮✳ deff ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✭s❡❝t✳ ✻✳✸✮✳
❚❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡✐r
t❡♠♣♦r❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛
❞❡t❡❝t♦r✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s✿
T (tD) =
R∞
−∞
R∞
−∞ IS(t, tD, r)drdt
E0 , ✭✸✳✶✷✮
✇❤❡r❡ E0 ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳
✸✳✶✳✺ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧❛❜
❲❤❡♥ ❛ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ✐♥ ♠❡❞✐✉♠ ✶ ❡♥t❡rs ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✷ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠
n1 t♦ n2 ✭n1 6= n2✮ ❛♥❞ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ n1✱ n2✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆t ♥♦r♠❛❧
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②✿
RF =

n1 − n2
n1 + n2
2
. ✭✸✳✶✸✮
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✷
❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❛✮ ❈❛rr✐❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ✉♣♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✿ ❧❡❢t✿ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✭❈❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✭❱❇✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿ ■✮ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
■■✮ t✇♦ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ■■■✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t✇♦ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥❀ r✐❣❤t✿ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
t❤❡r♠❛❧ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❉❊✮✱ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❚❍✮✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❊✲P❤✮✱ ❤♦❧❡✲
♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❍✲P❤✮ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥ ✭❊❳❈✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜✮ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ ✭r✐❣❤t✱
|0 >✿ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ |1 >✿ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ |1e >✿ ❡①❝✐t❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢
|1 > ✮✳ τr ❛♥❞ τF ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❝❢✳ t❡①t✮
❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♣❧❛♥❛r s❧❛❜ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
RSlab = RF +RF · (1−RF )2 · e−2·α·d +R3F · (1−RF )2 · e−4·α·d + ...
TSlab = (1−RF )2 · e−α·d + (1−RF )2 ·R2F · e−3·α·d + (1−RF )3 ·R4F · e−5·α·d + ...,
✭✸✳✶✹✮
✇✐t❤ α ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ❛♥❞ d ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss✳
✸✳✶✳✻ ▲✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤♦t♦ ❡①❝✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧
▲✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❧❡❛❞s t♦ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥
t❤❡ ❈❇ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛t ✜rst ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ ❢❛st ❡♥❡r❣② r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣st
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ✶✵✵ ❢s t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❬✸✸✱ ✾✸❪ ❛♥❞
✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ t❤❡ ✶✵✵ ❢s ✲ ✶✵✵✵ ❢s t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈❇ ❛♥❞ t❤❡ ❱❇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✜❣✳ ✸✳✶❛✮✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❇ ❝❛♥ ❜✐♥❞ t♦ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇✳ ❙✉❝❤ ❝❛rr✐❡r
♣❛✐rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝✐t♦♥s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥ ✧❋r❡♥❦❡❧✧ ✭str♦♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣✮ ❛♥❞ ✧❲❛♥♥✐❡r✲▼♦tt✧ ✭❧♦♦s❡ ❜✐♥❞✐♥❣✮ ❡①❝✐t♦♥s ❬✾✹❪✳
❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ❆t ❧❛r❣❡
❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ♦r ❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♠❛② ♦❝❝✉r ❬✾✹✱ ✾✺❪✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✭❡①❝✐t♦♥s
♦r ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs✮ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✳ ■t
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τF ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥
t❤❡ ❈❇ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❡
❞✐r❡❝t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ❝❛rr✐❡rs ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②✳
✸✳✶ ▲✐❣❤t ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✸
P❤♦t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s✮ ❜② ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② ❝❛✉s❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s |1e > ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡♥❡r❣② st❛t❡ |1 >✳ ❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠❛tr✐①
t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡❧❛① t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❧❡✈❡❧ |1 > ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳
❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ ❛♥
❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ |1 > t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ |0 > ✭♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✲
✐♥❣ t♦ |0 >✮ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✭t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τF ✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧
♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ✭✜❣✳ ✸✳✶❜✮✳
❚❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣✐♥ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♦r ♥♦t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ♦♥❧② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❤♦❧❡✮ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❇ ✭❱❇✮
✐♥ s♦❧✐❞s ✭t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❝❛②✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t τr ✭✜❣✳ ✸✳✶❛✱ ❜✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ✭s♦❧✐❞s
❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❛rr✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦r ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❡①❡♠♣❧❛r②
❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮✿
dN1e
dt
= − 1
τr
N1e
dN1
dt
=
1
τr
N1e − 1
τF
N1, ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ N01e ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |1e > ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❜❡s✐❞❡s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② τF ✱ ❛❧s♦ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ♦❝❝✉r ✭❡✳❣✳ ✐♥t❡r♥❛❧
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✐♥t❡rs②st❡♠ ❝r♦ss✐♥❣✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧②
❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ②✐❡❧❞ ηF ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥t ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❈♦✉♠❛r✐♥ ✶✺✸✮
t❤❡② ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❬✾✼❪✳ ❲❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ◆❆❉❍✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡ t✐♠❡ ✭τF ≈ 500
♣s ❬✽✱ ✾✽❪✮ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ②✐❡❧❞ ✭ηF = 0.019 ❬✾✾❪✮✳
❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ SF (t) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ N1(t)✳ ❙♦❧✈✲
✐♥❣ ✭✸✳✶✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ |1 >✿
SF (t) ∝ N1(t) = N
0
1e/τr
1/τr − 1/τF

e−(1/τF )(t−t0) − e−(t−t0)/τr , ✭✸✳✶✻✮
✇✐t❤ t0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ |1e >✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❆❙❊✮ ♠❛②
♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ |1 > ❛♥❞ t❤❡ |0 > ❧❡✈❡❧ ✐s
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆❙❊ ❝❛✉s❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ SF (t) ❜✉t ❛ s❤♦rt❡r
❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ τF ❬✽✺❪✳
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✶✹
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s
❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺✶❪✿
~E(~r, t) =
1
2
~A(~r, t)ei(ω0t−k(ω0)z) + c.c., ✭✸✳✶✼✮
✇✐t❤ ~A(~r, t) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ k(ω0) = nk0 t❤❡ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳
✸✳✷✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ~A ✐♥ ❡q✳✭✸✳✶✼✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
●❛✉ss✐❛♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❛s
✇❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τP ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ∆ω✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ∆ω ❛♥❞ ✐ts ∆τP ✭❢✉❧❧ ✇✐❞t❤
❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❋❲❍▼✮ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛s❡ ✐s ❬✺✶❪✿
∆ω
2π
τP =
c∆λ∆τP
λ20
= 0.441 ✭✸✳✶✽✮
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥s ❬✽✵❪✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s tr✉❡ ❢♦r s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
I(t, r) = I0e
(
√
2r/w)
2
e−(2
√
ln2t/∆τP )
2
, ✭✸✳✶✾✮
✇✐t❤ w ❜❡✐♥❣ t❤❡ 1/e2 ❜❡❛♠ r❛❞✐✉s ❛♥❞ I0 ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❛❦ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② I0✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣✉❧s❡ ♣♦✇❡r P0✱ t❤❡
♣❡❛❦ ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡ F0 ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② E ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
I0 =
2
π
P0
w2
=
r
4 ln 2
π
F0
∆τP
=
r
16 ln 2
π3
E
w2∆τP
. ✭✸✳✷✵✮
■♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❛♠ r❛❞✐✉s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ z ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
w(z) = w0
s
1 +

z
zR
2
, ✭✸✳✷✶✮
✇✐t❤ w0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ zR ✐s t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤✳ ■t
♠❛r❦s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ❤❛s ❞♦✉❜❧❡❞ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②✿
zR =
πw0
λ
. ✭✸✳✷✷✮
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✶✺
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝❛❧ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ✈❛r✐❡s
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
❲❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ❜② ❛ ❧❡♥s ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ w0✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ wfoc ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✽✵❪✿
wfoc =
fλ
πw0
. ✭✸✳✷✸✮
✸✳✷✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
■❢ ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① n2✱ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✬s
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠✉t✉❛❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤♦s❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❤✐r♣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢
√
2 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿
LD =
∆τ 2P
4 ln 2k00
, k00 =
λ30
2πc2
d2n
dλ20
, ✭✸✳✷✹✮
✇✐t❤ ∆τP ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ λ0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ❬✺✶❪✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ ♠♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❡q✳✭✸✳✶✼✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ s❡❧❢ ✭❞❡✮❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r Pcr✱ ✇❤❡r❡ s❡❧❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡①❝❡❡❞s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❬✽✶❪ ❛♥❞ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝
s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ Pcr ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Pcr =
π(0.61)2λ20
8n0n2
, ✭✸✳✷✺✮
✇✐t❤ n0 ❛♥❞ n2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r P0 >> Pcr ✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❛♠
❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✭✧s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣✧ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
dsf =
2n0w
2
0
λ0
1p
P0/Pcr
, ✭✸✳✷✻✮
✇❤❡r❡ w0 ✐s t❤❡ 1/e2 r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✭♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ ❢♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ❜❡❛♠✮✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇✐❧❧ ❛s ✇❡❧❧ ❝❛✉s❡ ❛
t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❛❞ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❝r✐t✐❝❛❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ LNL
❬✺✶❪✿
LNL =
1
k0n2I0
. ✭✸✳✷✼✮
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ❝❛✉s❡s s❡❧❢✲st❡❡♣❡♥✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧s ✇✐t❤
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡❛r ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✶✻
s❡❧❢ st❡❡♣❡♥✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ LNL ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ ❬✽✶❪✳
✸✳✷✳✸ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✭❖❑●✮
●❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
■♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✭❖❑●✮✱ ❛ str♦♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡ ✭❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮ ❝❛✉s❡s
❛ tr❛♥s✐❡♥t ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡ ❛s ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❜② ❛♥ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❋♦r ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣❛t✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ r♦t❛t❡❞ ❛❜♦✉t ✹✺◦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡
✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♠♦st
❡✛❡❝ts ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❖❑● s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤ zR ♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
LD✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♣❧❛②s ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ✭s❡❝t✳ ✻✳✺✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
E(tD) = π
+∞Z
−∞
+∞Z
0
IS(r, t)r
1− cosφnl(r, t− tD)| {z }
G
 drdt, ✭✸✳✷✽✮
✇✐t❤ IS(r, t) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞✳ φnl ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
t❤❛t ✐s ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥t❡rs t❤❡ ❖❑● ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥
❡q✳ ✭✸✳✷✽✮✱ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❖❑●✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s②♠♠❡tr② ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ❜♦t❤✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η✳
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳✭✸✳✷✽✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳
■❢ φnl ✐s s♠❛❧❧ ✭✇❡❛❦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ φnl(r, t) = φnl(r)φnl(t)
✭✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮ ❡q✳✭✸✳✷✽✮ tr❛♥s❢❡rs t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝r♦ss
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿
E(tD) = πIS,0
+∞Z
0
IS,r(r)r
φ2nl(r)
2
dr
+∞Z
−∞
IS,t
φ2nl(t− tD)
2
dt, ✭✸✳✷✾✮
✇✐t❤ IS,0✱ IS,r ❛♥❞ IS,t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s
✭❜♦t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ φnl t❤❛t ✐s ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✶✼
❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❛st r❡s♣♦♥s❡
t✐♠❡s✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
φnl(r, t− tD) =
z=dZ
z=0
k0∆n (I(t, r)) dz = k0n2IG(r, t− tD)d, ✭✸✳✸✵✮
✇✐t❤ d ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ IG ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✭❡q✳✭✸✳✶✾✮✮✳
■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❣❛t❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭❋❲❍▼✿ τG ❛♥❞ τS✮ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❣❛✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❋❲❍▼ ✈❛❧✉❡ ♦❢✿
∆τOKG =
q
∆τ 2S + 0.5∆τ
2
G = ∆τcc. ✭✸✳✸✶✮
■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❖❑●✱ ❛♥ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ φnl ≥ π ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥✲
s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭✸✳✷✼✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✸✵✮ t❤❡ ❖❑● s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡✿
d >
πλS
λG
LNL, ✭✸✳✸✷✮
✇✐t❤ λS ❛♥❞ λG ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ✭❝❡♥tr❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❡①❝❡❡❞s LNL✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ s❤♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❬✺✶❪✳
❙♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣♦t ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡
❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❖❑●✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛ ♣r♦♣❡r
♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❝❢✳
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✿
E(wS, wG) = A w
2
S
1 + 2
w2S
w2G
✭✸✳✸✸✮
✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ wG ❛♥❞ wS ❜❡✐♥❣ t❤❡ 1/e2
r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ Et(wS, wG) = ηw ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ r❡❧❛t✐♦♥ wS/wG ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳
✸✳✷✳ ■❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ s♣♦t ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ s♣♦t ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✭♦r
r❛❞✐✉s✮✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❞✉❝❡s ❜② ✸✵ ✪✳
❋❛st ❣❛t✐♥❣ ♦❢ s❧♦✇ s✐❣♥❛❧s
❆♥ ❡♥❡r❣② ❞❡t❡❝t♦r t❡♠♣♦r❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♥s ❬✶✵✵❪✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs ❝❛✉s❡s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧
❑❡rr ❣❛t✐♥❣✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❣❛t❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts
♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳
✸✳✷ ❯❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✶✽
❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ηw ♦❢ t❤❡ ❖❑● ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ wS/wG ✭✇❡❛❦ ❣❛t✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t②✮
❚❤❡ ✧tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✲t♦✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧ r❛t✐♦ ✭❚❇❘✮ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❝❢✳
❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮✿
TBR =
T
B
=
ηeff∆τG
rτF
, ✭✸✳✸✹✮
✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ∆τG ❛♥❞ τF ❛r❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s✐❣♥❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❚❇❘ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ∆τG/τF ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 1 : 10000 ✭♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✳
▲✐❦❡✇✐s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡❞ ♣❤♦t♦♥s nP t♦ ❜❡✿
nP =
1.57ηeffFexw
2
0λS∆τG
hcτF
. ✭✸✳✸✺✮
❍❡r❡ Fex ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ηeff ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✭❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✮✱ λS t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ w0 t❤❡
s♣♦t r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ h ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t✱ c t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t
❛♥❞ τG,S t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❖❑●✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
s❡t✉♣ ✭✐✳❡✳ ❣✐✈❡♥ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❛t✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τG✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛t ❧❡❛st ❞❡t❡❝t ♦♥❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡q✳ ✭✸✳✸✺✮ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✱
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛
❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✻✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❡q✳ ✭❇✳✽✮
✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳
❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈✐t✲
r❡♦✉s ❜♦❞② ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡✮ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❧♦♥❣❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❬✻✼❪✱ ❤❡♥❝❡ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❧♦ss ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣❛t✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤✱ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦
❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐❢ ✐t
✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥②♠♦r❡✮✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✹✳✶ ❚❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡❞
❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✭❢s✮ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✇❛s ✉s❡❞ ✭▼❛♥t✐s ❖s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ▲❡❣❡♥❞ ❊❧✐t❡ ❛♠♣❧✐✲
✜❡r✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❈♦❤❡r❡♥t ■♥❝✳✮✱ ❡♠✐tt✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❛t frep = 1 ❦❍③ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞
❛ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λL = ✽✵✵ ♥♠✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❢s ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♠♣❧✐✜❡r ✭❖P❆✱ ❈♦❤❡r❡♥t ❖♣❡r❛ ❙♦❧♦✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛t ❝❡♥tr❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ λex = ✹✹✵ ♥♠ ❛♥❞ λS = ✺✸✵ ♥♠✳ ❆❧❧ s❡t✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳
✹✳✷ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥
▲❛s❡r ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦
❞✐♦❞❡ ✭P❉ ✶✵✱ r❡❛❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ P✉❧s❛r ✷ s②st❡♠✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❖♣❤✐r ■♥❝✳✮✳
▲❛s❡r s♣❡❝tr❛✱ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑●
❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❖❝❡❛♥ ♦♣t✐❝s ❯❙❇✹✵✵✵ s♣❡❝✲
tr♦♠❡t❡r✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠
❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐s❝ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤✐s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳
❙♣♦t s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❆ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛ ✭❖♣❤✐r ❙♣✐r✐❝♦♥ ❙P✻✷✵❯✮ ✇❛s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠ s❤❛♣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❉❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❛①✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿
• ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✿ ❚❤❡ ❣❛t❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ✭❧❡♥s ✇✐t❤ ❢
❂ ✺✵ ♠♠ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✮ ♦♥t♦ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭P▼❚✱ ❍❛♠❛♠ts✉ ❍✻✼✽✵✲✷✵✮✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡❛❞ ♦✉t ❜② ❛♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ✭▲❡❝r♦② ❲❛✈❡r✉♥♥❡r ❳✻✹✮✳
• ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ s②s✲
t❡♠✿ ❚❤❡ ❣❛t❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✭❆♥❞♦r ❙❘✸✵✸✐✲❇✱ ✜❜❡r
❝♦✉♣❧❡❞✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♦❧❡❞ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✭❚❂ ✲✶✽ ◦❈✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ♠✐❝r♦❝❤❛♥♥❡❧ ♣❧❛t❡ ✭▼❈P✱ ❆♥❞♦r ✐✲❙t❛r✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥✿ ✷✺✺✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡♥s
✇✐t❤ ❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❢ ❂ ✺✵ ♠♠✳ ❋♦r t❤❡ ❈❞❙ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✶✾
✹✳✸ ■♠❛❣✐♥❣ ❙②st❡♠ ✷✵
❛ ❜❛♥❞ ♣❛ss ✜❧t❡r ✭❇r✐❣❤t❧✐♥❡ ✺✺✵✴✽✽ ♥♠✮ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✸✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✧❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ s②st❡♠✧✮
t❤❡ ❈❈❉ s✐❣♥❛❧ ✇❛s s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳
• ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✿ ❆ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❦✲✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss ❧❛r❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✭s✉❜s❡❝t✳
✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❛t❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐❣❤t ❝❤♦♣♣❡r ✭❢❝❤♦♣ ❂
✶✸ ❍③✮✳ ❚❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡ ✭P▼❚✱
❍❛♠❛♠ts✉ ❍✻✼✽✵✲✷✵✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❛ ❤♦♠❡ ❜✉✐❧t s✐❧✐❝♦♥ ♣❤♦t♦ ❞✐♦❞❡ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❚r❛✐♥s ♦❢ ✺✵✵✵ s✉❜s❡q✉❡♥t
♣✉❧s❡s ♣❡r ❞❡❧❛② ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② r❡❛❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧♦✲
s❝♦♣❡ ✭▲❡❝r♦② ❲❛✈❡r✉♥♥❡r ❳✻✹✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇❡r❡ s❡♥t t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ s❡t ✇❛s
❞✐❣✐t✐③❡❞ t♦ ✵ ❛♥❞ ✶ ✭❣❛t❡ ♣✉❧s❡ s✇✐t❝❤❡❞ ✧♦♥✧ ❛♥❞ ✧♦✛✧✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞✮ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛rr❛② ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r❡
❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✜✈❡ t✐♠❡s ♣❡r ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②
s❝❛♥ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✺ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ▲❛❜❱✐❡✇✷✵✶✶
❢r♦♠ ◆❛t✐♦♥❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❆ st❛❝❦ ♦❢ ❞✐❝❤r♦✐❝ ✜❧t❡rs ✭❇r✐❣❤t❧✐♥❡ ✺✺✵✴✽✽ ♥♠
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✜❧t❡r✱ ✸r❞ ♠✐❧❧❡♥✐✉♠ ✻✸✵❙P ❛♥❞ ❚❤♦r❧❛❜s ❋❊❙✵✼✺✵✲✶✮ ✇❛s ✉s❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❧♦❝❦ ❣❛t❡ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t✳
✹✳✸ ■♠❛❣✐♥❣ ❙②st❡♠
✹✳✸✳✶ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ✭❧❛r❣❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❢♦r s✐❣♥❛❧
❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✐♠❛❣✐♥❣ ♦♣t✐❝s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s✐❧✈❡r ❝♦❛t❡❞ ♦✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦rs ✭❖❆P▼✮ ✇✐t❤
♣❛r❡♥t❛❧ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ fP1 ❂ ✼✻✳✷ ♠♠ ✭❖❆P▼1✱ ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ★✽✹✲✺✻✺✮ ❢♦r
s✐❣♥❛❧ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ fP2 = ✺✵✳✽ ♠♠ ✭❖❆P▼2✱ ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ★✹✼✲✵✽✼✮ ❢♦r
❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡✳ ❚❤❡ ♦✛✲❛①✐s ❛♥❣❧❡ ✇❛s ✸✵◦✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠✐rr♦rs ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ♦✉t ✐♥ ✜❣s✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳
❖❆P▼s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ s❤♦✇ ❧❛r❣❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ❛♥❞ ❝♦♠❛✱
❬✶✵✶❪✮ ❢♦r ❧✐❣❤t ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ✭❛①✐❛❧❧② ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧❧②✮✳
❩❡♠❛① ❖♣t✐❝❙t✉❞✐♦ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡♠✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ s♣♦t s✐③❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤r❡❡
✜❡❧❞s ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✭♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ◆❆ ❂
✵✳✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✿ ♦♥❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ✭❋✶✿
x ❂ ✵ µ♠✱ y ❂ ✵ µ♠✮✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ♣❧❛❝❡❞ ♦✛ ❛①✐s ✭❋✷✿ x ❂ ✲✽✵ µ♠✱ y ❂ ✵ µ♠✮✱ ✭❋✸✿
x ❂ ✵ µ♠✱ y ❂ ✲✽✵ µ♠✮ ❛♥❞ ✭❋✹✿ x ❂ ✲✽✵ µ♠✱ y ❂ ✲✽✵ µ♠✮✳ ❉❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣
❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋✶ ✭s❛❣✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡✮ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦
❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t✳
✹✳✹ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❑❡rr
♠❡❞✐❛
✷✶
✹✳✸✳✷ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧❛ t❡❧❡s❝♦♣❡
❖♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❖❆P▼s✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥
s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦r t✐❧ts ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❧❛r❣❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠❛
♦r ❛st✐❣♠❛t✐s♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
❋✐rst t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♥❣ ♠✐rr♦r ✭❖❆P▼1 ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✹✮ ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❛♥
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❛s❡r ✭❤❡❧✐✉♠✲♥❡♦♥✲❧❛s❡r✱ ❖❆P▼2 ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❚❤❡
t✐❧t ♦❢ ❖❆P▼1 ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞
❜❡❛♠s ♦❢ ✸✵ ± ✵✳✺ ◦✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❛s❡r ✇❛s ❡①♣❛♥❞❡❞
❜② ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ ♠♠✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡
❝❛♠❡r❛ ✇❛s s❡t t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡❞ ❛①✐❛❧❧② ✉♥t✐❧
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣♦t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❛s❡r ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡
❧❡♥s✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✳ ■ts ❛①✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡
♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡♥✱ ❖❆P▼2 ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛
✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ❛♥❞ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐s❝ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡❛♠ ✭✧s❛♠♣❧❡✧ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ t✐❧t ♦❢ ❖❆P▼2 ✇❛s
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❖❆P▼2✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❢♦❝✉s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s r❡❛❞❥✉st❡❞ ❛①✐❛❧❧② ❛❢t❡r ❡❛❝❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳
✹✳✸✳✸ ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs
❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ r ✭t❛❜✳ ✺✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❡✣❝✐❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✇❡r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ ❩❡✐ss ♣♦❧②♠❡r t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡r✱ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s t❤✐♥ ✜❧♠
♣♦❧❛r✐③❡r ✭★✽✻✲✶✼✽✮✱ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✭★✽✻✲✶✼✽✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ✇❛s s❡t t♦ ✺✸✷ ♥♠ ❛s t❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ s✐♥❝❡ t❤✐s
✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ❛♥❞ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❚❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✇❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r
❝✉❜❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ✐♠❛❣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧❛r✐③❡r✱ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✐❣♥❛❧ ✭❧❛s❡r ❜❧♦❝❦❡❞✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■❢
♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t②
✜❧t❡rs ✭❚❤♦r❧❛❜s✱ ◆❊✵✺❆✱ ◆❊✶✵❆✱ ◆❊✷✵❆✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❈❉ ❝❤✐♣✳
✹✳✹ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❑❡rr ♠❡❞✐❛
❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❖❑● s❛♠♣❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✳ ✻✳✶✳ ❋✉s❡❞ s✐❧✐❝❛
✭❋✸✵✵✮✱ ◆✲❙❋✺✻ ❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙ ✇❡r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ❍❡r❛❡✉s ●♠❜❍✱ ❙❝❤♦tt ❆●
❛♥❞ ❱✐tr♦♥ ❙♣❡③✐❛❧✇❡r❦st♦✛❡ ●♠❜❍✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❆▲✲ ❛♥❞ ❚❡✲❣❧❛ss❡s ✇❡r❡ ♣r♦✲
❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r✉❝✐❜❧❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✵✷✕✶✵✹❪ ❛t ■P❍❚✳ ❚❤❡
❤✐❣❤ ♣✉r✐t② r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭♦①✐❞❡s✱ ❤②❞r♦①✐❞❡s✱ ❝❛r❜♦♥❛t❡s✮ ✇❡r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ♠✐①❡❞✱
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♠❡❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✈❡r❡❞ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✭❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✮ ♦r ❣♦❧❞
✹✳✺ ❙❡t✉♣s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✷
❝r✉❝✐❜❧❡ ✭❚❡✲❣❧❛ss❡s✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✈❛r✐❡❞ ❢♦r ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✹✵✵
◦❈ ❛♥❞ ✶✻✺✵ ◦❈ ❛♥❞ ❢♦r ❚❡✲❣❧❛ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ ◦❈ ❛♥❞ ✾✵✵ ◦❈ ✐♥ ❛♠❜✐❡♥t ❛✐r ❛t✲
♠♦s♣❤❡r❡✳ ❆❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ♦❢ ♠❡❧t✐♥❣✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❣❧❛ss ❜❛t❝❤ ✭❜❛t❝❤ s✐③❡✿ ✷✵❣
❚❡✲✱ ✺✵✵❣ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✮ ✇❛s ❝❛st ✐♥t♦ ♣r❡❤❡❛t❡❞ ♠♦✉❧❞s ❛♥❞ s❧♦✇❧② ❝♦♦❧❡❞ t♦ r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✶✵✵ ❑✴❤✮✳
❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠✉❧t✐st❛❣❡ ♠❡❧t✐♥❣ ✭r❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞
st✐rr✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ♣r❡✲♠❡❧t ✭✜rst st❡♣✮ ✇❛s q✉❡♥❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✽
❤♦✉rs ✐♥ ✉❧tr❛✲♣✉r❡ ✇❛t❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r✐tt❡❞ ❣❧❛ss ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❡✲♠❡❧t ✭s❡❝♦♥❞ st❡♣✮
♦❢ t❤❡ ❞r✐❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ✶✻✺✵ ◦❈ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③✐♥❣ ✇❛s ♣❛rt❧② st✐rr❡❞
✭♣❧❛t✐♥✉♠ st✐rr❡r✮ t♦ ❛✈♦✐❞ str✐❛❡ ❛♥❞ ❜✉❜❜❧❡s✳
❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣❧❛ss ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❜❡
♠✐❝r♦❛♥❛❧②s✐s ✭❊P▼❆✮ ✉s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② ✭❊❉❳✮ s♣❡❝tr♦♠❡tr② ♦♥ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦♣r♦❜❡ ✭❏❊❖▲ ▲t❞✳✱ ❏❳❆✲✽✽✵✵▲✮✳ ●❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭❚g✮
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭αt❤ ❛t ✻✵✵ ◦❈✮ ✇❡r❡ ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐❧❛t♦♠❡t❡r ✭▲■◆❙❊■❙ ▼❡ss❣❡r❛❡t❡ ●♠❜❍✱ ▲✼✺❱✮ ✉s✐♥❣ ❛ ✺ ❑✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✳
❚❤❡ ❣❧❛ss ❞❡♥s✐t✐❡s ρ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s✬ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡
♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡s ❱♠ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ρ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
♣♦❧✐s❤❡❞ t♦ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶ ♠♠ ✭❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✮ ♦r ✵✳✼ ♠♠ ✭❚❡ ❣❧❛ss❡s✮ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥❡❞
❜② ♠❡t❤❛♥♦❧✳
✹✳✺ ❙❡t✉♣s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✹✳✺✳✶ ▲✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♣❡❝tr♦♠✲
❡t❡r ✭P❡r❦✐♥❊❧♠❡r✱ ▲❛♠❜❞❛ ✾✵✵✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✶✵ ♥♠ ❛♥❞ ✽✺✵ ♥♠✳ ❋♦r t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✲
tr♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α✭λ✮ ❛♥❞
r✭λ✮ ✇❡r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♣❡❝tr❛ ✭❛♣♣❧②✐♥❣ ✧♥❉ ◆♦♥❧✐♥❡❛r
❙②st❡♠ ❙♦❧✈❡r✧✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ❢r♦♠ ▲❛❜❱✐❡✇✷✵✶✶ ♦♥t♦ ❡qs✳ ✭✸✳✶✹✮✮ ❚❤❡ ❧✐♥✲
❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❋✸✵✵✱ ◆✲❙❋✺✻ ❛♥❞ ❩♥❙ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛
s❤❡❡ts ❬✽✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪✳
✹✳✺✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥2 ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❩✲s❝❛♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✼❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✳ ✹✳✶✱ ❤❛❞
♣❛ss❡❞ ❛ ❤♦♠❡✲❜✉✐❧t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✭❤❛❧❢ ✇❛✈❡ ♣❧❛t❡ ❇✳❍❛❧❧❡✱ ✽✵✵ ♥♠✱ ③❡r♦ ♦r✲
❞❡r ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡r✱ ▲❛②❡rt❡❝ ❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✶✵✼✹✺✼✮ t❤❡
❜❡❛♠ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ❜② ❛ ❇❑✼ ❧❡♥s ✭❢ ❂ ✺✵✵ ♠♠ ✮ t♦ ❛ ✶✴❡2 s♣♦t r❛❞✐✉s w0 ≈ ✹✵ µ♠✳
■♥ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ♣❛ss❡❞ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ✷✵ ✪ ♣✉❧s❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭✐❢ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛❝❡❞ ❢❛r ♦✛ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✮ ♦♥t♦ ❛ ♣❤♦t♦ ❞❡t❡❝t♦r✳
❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✵✳✷ ♠♠ t❤✐❝❦ ❇❑✼ ❝♦✈❡r s❧✐♣ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞
❜② ❛ ♣❤♦t♦ ❞✐♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✇❛s ♠♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❩✲s❝❛♥ s✐❣♥❛❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛s❡r
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s ✷✸
❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❩✲s❝❛♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡
✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✵✽❪ ✉s✐♥❣ ❛ ✵✳✼
♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✇✐t❤ ✶✷✵✵ ♣♣♠ ❖❍✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❛s
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ❛♣❡rt✉r❡ s❝❛♥✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ s❝❛♥ ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ♥♦r✲
♠❛❧✐③✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ ♦♥❡ ❬✶✵✾❪✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts
❞✉❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙ ❛t ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s
✹✳✻✳✶ ❚✇♦✲❝♦❧♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣
❋♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ❖P❆ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❛s s❡t t♦ λS =
530 ♥♠ ✭s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✱ ✶ ♥❏✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ♣r♦✈✐❞❡❞ λG = 800 ♥♠
♣✉❧s❡s ✭❣❛t❡ ♣✉❧s❡s✮✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✭s❡❝t✳ ✹✳✺✳✷✱
♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✿ EG = 200 ♥❏ t♦ ✷ µ❏✮ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣✉❧s❡ ✭tD = ✲✸✵✵ ❢s t♦ ✰✻✵✵ ❢s✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ tD✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡❞ t❤❡ ❣❛t❡
♣✉❧s❡✳ ❆❢t❡r r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✹✺ ❞❡❣r❡❡s ✭❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❤❛❧❢
✇❛✈❡ ♣❧❛t❡✱ ❇✳ ❍❛❧❧❡✱ ✹✻✵✲✻✽✵♥♠✮ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❧❡♥s❡s ✭❇❑✼✮ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❢1 ❂ ✷✺✵ ♠♠ ✭❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮ ❛♥❞ ❢2 ❂
✶✵✵ ♠♠ ✭s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✷ ❚❤❡ s♣♦t ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭❑❡rr s❛♠♣❧❡
r❡♠♦✈❡❞✮✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♠❡❞✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tD ❛♥❞ EG
✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ✹✺✵ ♥♠ t♦ ✻✵✵ ♥♠ ✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ P■❙✮✳ EG ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆ ✈✐r❣✐♥ s♣♦t ♦♥
t❤❡ ❖❑● s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜✐♥❣ ✐♥
❞❛♠❛❣❡❞ ♦r ♣❤♦t♦ ❞❛r❦❡♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡❛s✳ IG ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ 1/e2 r❛❞✐✉s ❛ss✉♠✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭❝❤❛♣t❡r ✺✮✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ s✐❣♥❛❧✱ P❙❙✮
✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②③❡r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥✲
❡❛r ❧♦ss ✭❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r r♦✲
t❛t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ ✺✸✵ ♥♠ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● s❛♠♣❧❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s ✷✹
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡r ❛♥❞ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❛❧②③❡r ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✶✵✻ ♥❏✱
❛♥❞ ✶✹✵ ♥❏✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r ✇❛s ✷✺ ✪✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ P■❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P❙❙ ✭s❡❝t✳
✻✳✺✮✳
❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿ r❡❞✿ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ ❣r❡❡♥✿
❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡
✹✳✻✳✷ ❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣
❚❤❡ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②
❣❛t✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡✳ ❆❢t❡r r♦t❛t✐♥❣ ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✹✺ ❞❡❣r❡❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛t
λS = 530 ♥♠ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ✭❢ ❂ ✶✵✵ ♠♠✮ ✐♥t♦ ❛ ✷ ♠♠ q✉❛rt③ ❝r②st❛❧ ✭③✲❝✉t✮ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❛ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✭❲▲❈✱ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❲▲❈ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♣t✐❝s
✭s❡❝t✳ ✹✳✸✳✶✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈ ✇❛s ✜❧t❡r❡❞
❜② ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡r ✭❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡rs✱ ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ★✽✻✲
✶✼✽✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✶ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ❲▲❈ ♣✉❧s❡✱ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧❡♥s ✭❢ ❂ ✺✵
♠♠✮ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❑❡rr ♠❡❞✐✉♠✱ ♣❛st ❛♥ ❛♥❛❧②③❡r ✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t❡❞ ❜② ✾✵◦ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✜rst ♣♦❧❛r✐③❡r✮ ❛♥❞ ✇❛s t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❯❙❇✹✵✵✵✱
❖❝❡❛♥ ♦♣t✐❝s✮ ❜② ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❩❡✐ss ✷✵❳ ◆❆✵✳✹ ▲P ❆❝❤r♦♣❧❛♥✮✳ ❚❤❡
s❡t✉♣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✸✳
Pr✐♦r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈
❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❦♥✐❢❡ ❡❞❣❡
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡t ✭t❤✐❝❦♥❡ss ✷✺ µ♠✮ ✇❛s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥t♦ ❛
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛rr✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠♦✈❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡rt✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❢♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧
✇❛s t❤❛♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❛♥❛❧②③❡r r❡♠♦✈❡❞✮✳
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s ✷✺
❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❲▲❈ ❣❛t✐♥❣ ✭♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑●
s❡t✉♣✮✱ fP1 ❛♥❞ fP2✿ ♣❛r❡♥t❛❧ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦rs✳
✹✳✻✳✸ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥
Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡rs ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣
s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❖P❆ ♦✉t♣✉t
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❛s s❡t t♦ λex = 440 ♥♠✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
✐♥t❡r♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ✭s✉❝❤ ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦r ♠✐①✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✮✳
❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❛①✐❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡ ❜② ❛ ✶✵✵ ♠♠
❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❧❡♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ❛♥ ✐r✐s ✭■r✐s1✮ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✶✱ ❡q✳ ✭✸✳✷✸✮✮✳ ❚❤❡ s♣♦t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡❞ s❛♠♣❧❡ ✭❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❛②❡rs ♦r ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡
✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✧❙❛♠♣❧❡ ❞❡s✐❣♥✧ ❜❡❧♦✇✮ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞
♦♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ❊♣✐✢✉♦r❡s✲
❝❡♥t ❧✐❣❤t ✇❛s ✐♠❛❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❖❑● ♠❡❞✐✉♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✳
✹✳✸✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥ ✐r✐s ✭■r✐s2✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❖❆P▼1 ❛♥❞ ❖❆P▼2 ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐r✐s ✇❛s s❡t t♦ ✶✵ ♠♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ◆❆ ♦❢ ✵✳✵✼ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❙❆▲✲❣❧❛ss✱ ✭❙❆▲✹✱ ✷✺ ♠♦❧✪ ▲❛2❖3✱ ❝❢✳
s❡❝t✳ ✻✳✻✮✳ ❚❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛t❡r❛❧❧② ❛♥❞ ❛①✐❛❧❧② s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❖❆P▼2 ❛♥❞ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡❞ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r ✭❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣♦❧❛r✐③❡rs✱ ❊❞♠✉♥❞
♦♣t✐❝s ★✽✻✲✶✼✽✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✶ ♠♠✱ ❝❢✳ s❡❝t✳ ✺✳✸✮ ❛♥❞ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠
✭s❡❝t✳ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ♦r t❤❡
✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t s❡t✉♣ ✭✉s✐♥❣ ❛ ❧❡♥s ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢❂ ✺✵✵ ♠♠✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡
✇❛s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❜❡❛♠ tr❛♣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♠❛❣❡
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r✱ t❤❡ ✜❧t❡rs ♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❱❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✲
♦r❡s❝❡♥t ♦❜❥❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡
✭❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ s❤✐❢t ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐s❝ ❛t ✈❛r②✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✜❣✳ ✹✳✹✮✳ ❆t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑●
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s ✷✻
❋✐❣✳ ✹✳✹✿ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥
♠❡❞✐✉♠ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❞✐s❝ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳
❆❢t❡r✇❛r❞s ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❙❆▲✲❣❧❛ss ✭✷✺
♠♦❧ ✪ ▲❛2❖3✮ ❛s ❑❡rr ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐s❝✳
❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ t✐♠❡
tr❛❝❡s ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥✳
❙❛♠♣❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡rs ✇❡r❡ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞✿
• ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✿ ❆ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t
❝❛rr✐❡r✱ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡✱ ❛ ✵✳✼ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞
s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s
❧❛②❡r❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✭✜❣✳ ✹✳✺❛✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r s❧✐❞❡ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✇❛s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❝✉✈❡tt❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✱
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳
• ❙✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✿ ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❈❞❙ ♥❛♥♦✲
str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✧■♥st✐t✉t ❢r ❋❡st❦r♣❡r✲
♣❤②s✐❦✧ ♦❢ t❤❡ ✧❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧❡r✲❯♥✐✈❡rs✐t②✧ ♦❢ ❏❡♥❛✳
• ❉♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♠♣r✐♥ts✿ ❆♥ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦✲
str✉❝t✉r❡s ♦♥ ❛♥ ✉❧tr❛ t❤✐♥ ❣❧❛ss ♣❧❛t❡ ✭❙❝❤♦tt ❉✷✻✸ ❘ ❚ ❡❝♦ ❉♥♥❣❧❛s✱ ❞ ❂
✶✵✵ ± ✶✵ µ♠✮ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞✳
• ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ✜❧❧❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡✿ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝✉✈❡tt❡
✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❜✉✐❧t✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✺ ✭tr❛♥s✈❡rs❛❧ s❡❝t✐♦♥✮✳
✹✳✻ ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣s ✷✼
❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ❛✮ ❙tr✉❝t✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❜✮ ❉♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡
❆ ✶ ♠♠ t❤✐❝❦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛rr✐❡r ✇❛s ❝❧❡❛♥❡❞ ✇✐t❤ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❙✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ ❛ r✐♥❣ s❤❛♣❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ✭❞t❛♣❡ ❂ ✽✵ ± ✶✵ µ♠✮
✇❛s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ✇❛s ✜❧❧❡❞
✇✐t❤ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❛♠❜❞❛❝❤r♦♠❡ ❧❛s❡r ❞②❡ ▲❈✺✹✵✵✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
c = 1× 10−3 ♠♦❧❡✴❧ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇❛s ❝❧♦s❡❞ ❜②
❛♥ ✉❧tr❛ t❤✐♥ ❣❧❛ss s❧❛❜ ✭❙❝❤♦tt ❉✷✻✸ ❘ ❚ ❡❝♦ ❉♥♥❣❧❛s✱ ❞❉✷✻✸ ❂ ✶✷✵ ± ✶✵ µ♠✮
❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇❛s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛ t❤✐♥
❣❧❛ss s❧❛❜✳
❈❤❛♣t❡r ✺
■♠♣♦rt❛♥t s❡t✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡t✉♣s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞✳
✺✳✶ ▲❛s❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛
❚✇♦✲❝♦❧♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞
λG = 795 ♥♠ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ∆λG = 27.5 ± 0.5 ♥♠ ✭❢✉❧❧✲✇✐❞t❤✲❤❛❧❢✲
♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞
λS = 530 ♥♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ∆λS = 12.1± 0.1 ♥♠ ✭✜❣✳ ✺✳✶❛✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ ❛
✵✳✼ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✉s❡❞ ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
≈ 5 ✪✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❛♠♦✉♥t t♦ ∆τG(♠✐♥) ≈ ∆τS(♠✐♥) ≈ 35 ❢s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s∆τOKG =
√
1.5×35 ❢s = 43 ❢s ✭❡q✳✭✸✳✸✶✮✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❛r❣❡r✱ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ∆τOKG = 90
❢s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧
❛♥❣❧❡ ♦❢ ✷◦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❉✮✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s
✭❋❲❍▼✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ∆τG = 70 ± 5 ❢s ❛♥❞ ∆τS = 70 ±
10 ❢s✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤✐r♣ ♦♥ ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡✐r
♣r♦tr❛❝t❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❤❛❞ t♦ ♣❛ss ♠✉❧t✐♣❧❡
♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❖P❆ ✭❧❡♥s❡s✱ ♠✐①✐♥❣ ❝r②st❛❧s✱ s❛♣♣❤✐r❡
s❧❛❜ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡t❝✳✮✱ ❜❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✺✸✵ ♥♠ s✐❣♥❛❧
♣✉❧s❡✳ Pr❡✲❝❤✐r♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡ s❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❖P❆ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❖P❆ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ✐ts ♦♣t✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ✭♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✮ ❢♦r
♣✉❧s❡s ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❝❤✐r♣✳
❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❢♦r st❛❝❦❡❞ ❧❛②❡rs ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡
❛r♦✉♥❞ λ = 440 ♥♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✷❛✳ ■t ✐s ❞✐st♦rt❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
✐s st✐❧❧ s❤♦rt✳ ❚❤✐s ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤❡❡t ❛♥❞
❣❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✶ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❙❆▲✹✲
❣❧❛ss ✭t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❛t❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✱ s❡❝t✳ ✻✳✻✮✳ ❚❤❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆τOKG = 150 ❢s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡
❣❛t✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭s❡❝t✳ ✻✳✹✮✳
❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱
t❤✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ✭❈❞❙ ❛♥❞ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸✮ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥t♦
✷✽
✺✳✶ ▲❛s❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✷✾
❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r t✇♦✲❝♦❧♦r ♦♣t✐❝❛❧
❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❜✮ ❚❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧
✭λS = 530 ♥♠✮ ✉s✐♥❣ ❛ ✵✳✼ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭●r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿
●❛✉ss✐❛♥ ✜t✮✳
❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❛✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❜✮ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣✉❧s❡ ✭λex = 440 ♥♠ ❛♥❞ λG = 800 ♥♠✮
❜r♦❛❞ ❜❛♥❞s ✭❞❡♥s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ✐♥ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ♦r q✉❛s✐ ✲ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙✮✳ ❚❤❡ ✈❡r② ❢❛st t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡
♣❧❛② ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡✳
❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✸❛✳
■t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r♦✉♥❞ ✺✸✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❲▲❈ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛♣✐❞❧②
t♦✇❛r❞s s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❚♦✇❛r❞s ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉♣ t♦ ✼✺✵ ♥♠ ✐t r❡❛❝❤❡s
❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✺ ✪ ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r λ > 600 ♥♠✳
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛❜♦✈❡ ✼✺✵ ♥♠ ✇❡r❡ ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦✈❡r❧❛② ✇✐t❤ t❤❡
♣✉♠♣ ✜❡❧❞✳
✺✳✷ ❙♣♦t ✇✐❞t❤s ✸✵
❋✐❣✳ ✺✳✸✿ ❛✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❜✮ ✶✴❡2 s♣♦t r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ♦❢
s❡❧❡❝t❡❞ ❲▲❈ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❦♥✐❢❡✲❡❞❣❡
♠❡t❤♦❞✱ ❝❢✳ t❡①t✮
❚❛❜✳ ✺✳✶✿ ❈❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ s♣♦t r❛❞✐✐ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ wH ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ wV ✮✱ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤
zR ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❲❍▼ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❢♦r
t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
P✉❧s❡ λ ❬♥♠❪ ✇H✭✶✴❡2✮ ❬µ♠❪ ✇V ✭✶✴❡2✮ ❬µ♠❪ ③R ❬♠♠❪ ∆τ ✭❋❲❍▼✮ ❬❢s❪
●❛t❡ ✼✾✺ 44.2± 0.8 46.6± 0.8 ✽✳✶ 70± 5
❙✐❣♥❛❧ ✺✸✵ 22.2± 0.6 26.4± 0.6 ✸✳✺ 70± 10
❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✹✹✵ 46.4± 0.2 47.6± 0.7 ✶✺✳✽ ✲
✺✳✷ ❙♣♦t ✇✐❞t❤s
❚✇♦✲❝♦❧♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❚❤❡ ❧❛s❡r
s♣♦ts ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣♦t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✇❡r❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② ❛ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ❊✳✶ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
t❛❜❧❡✮ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥s ✭✜❣✳ ✺✳✹❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❚❤❡ 1/e2 r❛❞✐✐
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜✳ ✺✳✶✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤s ③R ✭❡q✳✭✸✳✷✷✮✮ ✇❡r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✐✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼2❂✶ ✭t❛❜✳ ✺✳✶✮✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❜❡❛♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡❞ s❡t✉♣✳ ❚❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✷◦ ❛♥❞ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦
❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽◦ ❛♥❞ ✶✳✺◦ ❛❢t❡r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❜❡❛♠s ✇❛s ❧❡ss t❤❡♥ ✶✺ µ♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
t❤✉s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉s❡❞ s♣♦t ✇✐❞t❤s✳
❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ♣r♦♣❡r ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲▲❈✱ ✐ts s♣♦t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦♥✐❢❡
❡❞❣❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✵❪ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❜ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✶✴❡2 r❛❞✐✐ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❦♥✐❢❡ ❡❞❣❡ ✇❛s ♠♦✈❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❛❜❧❡✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❦♥✐❢❡ ❡❞❣❡ ❧❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❊✈✐❞❡♥t❧② t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡
✺✳✸ ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✸✶
❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❛❜❧❡✮ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛✮ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ✭λG = 800 ♥♠✮ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭λS = 530 ♥♠✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
❜✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣♦t ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭λ = 440 ♥♠✮✳
❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲▲❈ ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❖❑●
s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭s❡❝t✳ ✻✳✶✮✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ r❛❞✐✐ ❢♦r ❣❛t✐♥❣
t❤❡ ❲▲❈ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡♥s❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✭❝❤❛♣t❡r ✹✮✳
✺✳✸ ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs
❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ r ✭s❡❝t✳ ✹✳✸✳✸✮ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②✿
r =
T♣❛r❛
T♣❡r♣
✇✐t❤ T = (s✐❣− ❜❝❦❣r❞)× 10❖❉, ✭✺✳✶✮
✇✐t❤ T♣❛r❛ ❛♥❞ T♣❡r♣ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❈❈❉ ❝❤✐♣ ✇✐t❤
✭✧s✐❣✧ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✶✮✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭✧❜❝❦❣r❞✧✮ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ✇✐t❤
t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❧t❡rs ✭♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❖❉✮✳
❋♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs t❤❡ r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳
❚❛❜✳ ✺✳✷✿ ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ r ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✭s❡❝t✳ ✹✳✸✳✸✮
P♦❧❛r✐③❡r r
❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ✭★✽✻✲✶✼✽✱ s✐♥❣❧❡✮ 260
❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ✭★✽✻✲✶✼✽✱ ❞♦✉❜❧❡✮ 2500
❩❡✐ss ≈ 20000
❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦❧②♠❡r ♣♦❧❛r✐③❡r ❢r♦♠ ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❩❡✐ss ♣♦❧②♠❡r
♣♦❧❛r✐③❡r ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣♦❧❛r✐③❡r ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡r ❢♦r t❤❡ ❖❑● s❡t✉♣s ✭❝❤❛♣✳ ✹✮✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳
✺✳✹ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✸✷
❋✐❣✳ ✺✳✺✿ ❙❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
s❛♠♣❧❡✮✱ ②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡✿ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳
✺✳✹ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠
■♠❛❣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❚❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤✉s ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s
❡✛❡❝t ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✐s ✭✐♥✐t✐❛❧❧②✮ ❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞
❡♠✐tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❖❑●✳
❚❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✺✳
❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡ ✐♥
✜❣✳ ✺✳✺✳ ❙❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛❜♦✉t ±0.4 ♠♠ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s♣♦t ❢r♦♠
wS ≈ 0.5 × wG t♦ wS ≈ wG✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✳ ✸✳✷ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❢r♦♠ ηmax = 70% ✭wS/wG = 0.5✮ t♦
ηmax = 35% ✭wS/wG = 1.0✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞
s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✜❣✳ ✺✳✻❛✮✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ η ♦♥❧②
r❡❞✉❝❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✹ ✭t♦ η = 70 ✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ∆z = ±0.5 ♠♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭✜❣✳ ✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡ r❡♠❛✐♥s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r s♠❛❧❧ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞
dmax = 260 µ♠ ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✸ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥
t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ✪ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆♦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s✐t t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺✵
❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳
●❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ✭λem = 440 ♥♠✮✱ ✐♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦rs✱
❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♣t✐❝ r❡❧❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✜❣✳
✺✳✷❜✮✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♣t✐❝ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭✜❣✳ ✺✳✸❜✮✳
▲✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡
❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ✭❝❢✳ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✮
❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭tD,max✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡
✺✳✹ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✸✸
❋✐❣✳ ✺✳✻✿ ❛✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✭❣❛t❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ♣✉❧s❡✮ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✭✜❣✳ ✺✳✻❜✮✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ m = 6.62± 0.05
♣s✴♠♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭tD,max = 2z/c = 6.67z✱ s❡❝t✳ ✼✳✶✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ♥
❂✶✮✳
❈❤❛♣t❡r ✻
▼❛t❡r✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr
❣❛t✐♥❣
❚❤❡ q✉❡st ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈❡r② ✇❡❛❦ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② ♠♦❞❡r♥ ❢s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❞❡♠❛♥❞s s♣❡❝✐❛❧ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ♦♥t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❑❡rr s❡t✉♣ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣r✐s❡
❛
• s❤♦rt ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✱
• ❧❛r❣❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞
• ❤✉❣❡ s♣❡❝tr❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ❛ s❧♦✇ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❬✶✶✶❪✱ t❤✉s ❧♦♥❣
❣❛t❡ t✐♠❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢❛st ❣❛t✐♥❣ ♠❡❞✐❛ s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❬✶✽❪✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s♣❡❡❞
✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❆t ✜rst ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❣✐✈❡♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧
s②st❡♠s✳ ❆❢t❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❖❑●✱ t❤❛t ✜ts t❤❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ♦♥t♦ ❖❑● ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ ✧❋✐❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t✧ ✭❋❖▼ ✮ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛♣♣❡❞
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✭❛✐♠✿ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✮
✸✹
✻✳✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✸✺
✻✳✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r
s❡❧❡❝t✐♦♥
❆t ✜rst s✐❣❤t t❤❡ ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② η ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① n2 ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳ ❖♥ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ✇❛s ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ n2 ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❛r❜♦♥ ❞✐s✉❧✜❞❡ ✭❈❙2✮ ❬✺✷✕✺✹❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢
❈❙2 r❛♥❣❡s ❢r♦♠ n2 = 30×10−7 ❝♠2✴●❲ ✉♣ t♦ n2 = 400×10−7 ❝♠2✴●❲ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❬✹✵✱ ✶✶✷✕✶✶✹❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ n2 ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈❙2 ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❢♦r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳
❚❤❡ r❡♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s
❬✶✶✶✱ ✶✶✺❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞s s✉❝❤ ❛s t♦❧✉❡♥❡ ♦r ♥✐tr♦❜❡♥③❡♥❡ s❤♦✇ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
r❡s✉❧ts ❬✶✶✶❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
s❡✈❡r❛❧ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
❬✶✶✻❪✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❈❡rt❛✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❢✉❧❧❡r❡♥❡s ✭❈60✮ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❞♦♥♦r
❣r♦✉♣s s✉❝❤ ❛s ✲◆❍2❈◆ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ s❤♦✇ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠♦r❡
t❤❛♥ ✶✵ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈❙2 ✐♥ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ r❛♥❣❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ❢s ❬✸✺✱ ✶✶✹✱ ✶✶✼❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧s♦
s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❜❡❧♦✇ ✻✵✵ ♥♠ ❝❛✉s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❜② ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳
❉❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦st ♦r❣❛♥✐❝ ❧✐q✉✐❞s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ s♦❧✐❞s
✭❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s✮ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✶✶✽❪
❛♥❞ ♥♦t ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤
❢❛st❡r ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ ❧✐q✉✐❞s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ ✷✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✷ ❢s ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❞❡❝❛② ♦♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭s✉❜s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ❛❧✲
❦❛❧✐♥❡ ❡❛rt❤ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ♦r ✢✉♦r✐❞❡ ❝r②st❛❧s s❤♦✇ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡
✉❧tr❛✈✐♦❧❡t s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ s②st❡♠s ♦♥❧② ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✢✉♦r✐❞❡s ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ n2 ≈ 1×10−7 ❝♠2✴●❲
❬✶✶✾✕✶✷✶❪✳ ❋♦r ❛❧❦❛❧✐♥❡ ❡❛rt❤ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✭✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ n2 = 2−3×10−7 ❝♠2✴●❲ ❬✶✷✷❪✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥✲
❞❡① ♦❢ ❙✐❖2 ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✳
■ts ✈❛❧✉❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ n2 = 2.3×10−7 ❝♠2✴●❲ ❛♥❞ n2 = 3.25×10−7
❝♠2✴●❲ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n2 = 2.7 × 10−7 ❝♠2✴●❲ ❬✶✶✸✱ ✶✶✾✕✶✷✽❪✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤❡ n2 ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❙✐❖2 s❛♠♣❧❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ♣✉r✐t②✳
■♥ ❝♦♥tr❛st ❜✉❧❦ s♦❧✐❞s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤❡❛✈✐❡r ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts s❤♦✇ ❛ ❧❛r❣❡r
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤✉s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❖❑●✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ❛ n2 ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❈❙2 ✭✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s❤♦rt
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ♦r ❛rs❡♥✐❝ ❜❛s❡❞ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❣❧❛ss❡s
✭♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠s✱ ❜✐♥❛r② ♦r t❡r♥❛r②✮ n2 ✈❛❧✉❡s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s n2 = 1.4 × 10−4
✻✳✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✸✻
❝♠2✴●❲ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✷✾✕✶✸✻❪✳ ❋♦r ❈❞❚❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ❡✈❡♥ ❛♠♦✉♥ts t♦
n2 = 5.2× 10−4 ❝♠2✴●❲✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣s ❬✶✸✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡
❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s ✐s t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜r❡❛❦❞♦✇♥s
❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭❱■❙✮ ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞
s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♥❡♣t ❛s ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
❋♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❱■❙ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s s❤♦✇✲
✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✇❡r❡ s✉❣❣❡st❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡❛✈② ✢✐♥t ❣❧❛ss❡s ✭n2 = 26−
68×10−7 ❝♠2✴●❲✱ ❬✶✷✻✱ ✶✸✽❪✮✱ str♦♥t✐✉♠ t✐t❛♥❛t❡ ✭❙r❚✐❖3✱ n2 = 21×10−7 ❝♠2✴●❲
❬✶✸✾✱ ✶✹✵❪✮✱ ❜❡t❛✲❜❛r✐✉♠ ❜♦r❛t❡ ✭β✲❇❛❇2❖4✱ n2 = 5−20×10−7 ❝♠2✴●❲✱ ❬✶✹✶❪✮✱ ❜✐s✲
♠✉t❤ ❜❛s❡❞ ❣❧❛ss❡s ✭n2 ≈ 30×10−7 ❝♠2✴●❲ ❬✶✹✷✕✶✹✺❪✮✱ ❧❡❛❞✲♣❤t❤❛❧♦❝②❛♥✐♥❡ ❞♦♣❡❞
❣❧❛ss ✭n2 ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❈❙2 ❬✶✹✻❪✮✱ ♥✐♦❜✐✉♠✭❱✮♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ✭n2 = 20− 100× 10−7
❝♠2✴●❲✮ ❛♥❞ ③✐♥❝ s✉❧✜❞❡ ✭❩♥❙✱ n2 = 110× 10−7 ❝♠2✴●❲✱ ❬✶✹✼✕✶✹✾❪✮✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r❧② ❛✉s♣✐❝✐♦✉s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❡❧❧✉r✐t❡ ❣❧❛ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡♥t❧②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❖❑● ❬✻✵✱ ✶✺✵❪✳ ❚❤❡✐r r❡♣♦rt❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✈❛r② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ n2 = 5− 45× 10−7 ❝♠2✴●❲ ❬✻✽✱ ✶✺✶✕✶✺✼❪✳
❚❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡❛✈② ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ∆τOKG = 100 ❢s
❛♥❞ ∆τOKG = 1000 ❢s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❢❛✐r❧② s❤♦rt ❣❛t✐♥❣
t✐♠❡✱ t❤❡✐r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧
r❡s♣♦♥s❡✳
❇❡s✐❞❡s ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧♠s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✲
✐t② ❢♦r ❖❑● ❛s ✇❡❧❧✳ ●✐❛♥t n2 ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ✜❧♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❚✐❖2
♦r ❚❛2❖9 ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t s❤♦✇❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
n2 = 1.9× 10−3 − 6.1× 10−5 ❝♠2✴●❲ ✐♥ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♦♥ ❬✶✺✽✕✶✻✵❪ ♦r ❡✈❡♥
n2 = 3.55 ❝♠2✴●❲ ❢♦r ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ●r❡❛t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♥2 ✈❛❧✲
✉❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❈✉❖ ✭n2 = −4 × 10−4 ❝♠2✴●❲✱ ❬✶✻✶❪✮ ♦r
❙r❚✐❖3 ✜❧♠s ✭n2 ≈ −1 × 10−3 ❝♠2✴●❲✱ ❬✶✻✷❪✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❞♦♣❡❞ ✭❡✳❣✱ ❆❣✿❇✐❖3✱
n2 ≈ 2 × 10−4 ❝♠2✴●❲ ❬✶✻✸❪✮ ♦r ✉♥❞♦♣❡❞ ✭❡✳❣✳ ❆❣✲❇❛❖✱ n2 ≈ 2 × 10−4 ❝♠2✴●❲
❬✶✻✹❪ ♦r ❆✉✲❙✐❖2 n2 ≈ 1× 10−2 ❝♠2✴●❲ ❬✶✻✺❪✮ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✜❧♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❛♥♦
str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✳ ❘❛♥❞♦♠ ✭❡✳❣✳ ♥❛♥♦
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✶✻✻✱ ✶✻✼❪✱ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❬✶✻✽❪ ♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✻✾✕
✶✼✶❪✮ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ♥❛♥♦ str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❬✸✽✱ ✶✼✷❪
♦r ♥❛♥♦♣♦r♦✉s str✉❝t✉r❡s ❬✶✼✸✱ ✶✼✹❪✮ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❬✶✻✻✱ ✶✼✹❪✱
s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥s ❬✶✻✸✱ ✶✼✷❪✱ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r ❜❛♥❞ ❣❛♣ st❛t❡s
❬✶✻✷❪ ♦r ❇r❛❣❣ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❬✸✽❪ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧②
❡♥❤❛♥❝❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❆❧s♦ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✇❡r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥♦t
❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥2 ✈❛❧✉❡s ❬✶✼✹❪✳
❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s②st❡♠s s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠ ❢♦r
❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❖❑●✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❧♠s s❤♦✇ ❧❛r❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss❡s
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡❞ ♦r ✐❢ ✐♥t❡r❜❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❧❛r❣❡ n2 ✈❛❧✉❡s✳ ❘❡s♦♥❛♥t ❡✛❡❝ts ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡
t✐♠❡s✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡✐r ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛st r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛ ❜r♦❛❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✸✼
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss❡s✳ ❋✐✈❡ t②♣❡s ♦❢ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✿
• ❆♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2 ✭❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ❍❡r❛❡✉s ❋✸✵✵✮
• ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ❣❧❛ss ✭❙❆▲✲❣❧❛ss✱ ■P❍❚ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✮
• ❍❡❛✈② ✢✐♥t ❣❧❛ss ✭❙❝❤♦tt ◆✲❙❋✺✻✮
• ❚❡❧❧✉r✐t❡ ❣❧❛ss ✭✵✳✼✺❚❡❖2✲✵✳✶✾✾✻❩♥❖✲✵✳✵✺❑2❖✲✵✳✵✵✵✹❊r2❖3✱ ❚❡✲❣❧❛ss✱ ■P❍❚
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✮
• P♦❧②✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ③✐♥❝ s✉❧✜❞❡ ✭❱✐tr♦♥ ❙♣❡③✐❛❧✇❡r❦st♦✛❡ ●♠❜❍✱ ❩♥❙✮
❙✐♥❝❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✱ ✐t s❡r✈❡s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❤❡❛✈② ✢✐♥t ❣❧❛ss✱ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❖❑●✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙❆▲ ❣❧❛ss s②st❡♠ ✇❛s ❛❧s♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❣❛t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❣❧❛ss
♠❛tr✐① ✭❙✐❖2 ❛♥❞ ❆❧2❖3✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛❦❡r ❙✐❖2 ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❤❡❛✈② ❣❧❛ss ♠♦❞✐✜❡r ▲❛2❖3✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❬✶✼✺✕✶✽✷❪ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t
✐ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✶✵✸✱ ✶✽✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛✈② ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛ ❧✐❣❤t
❣❧❛ss ♠❛tr✐① ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛✉s♣✐❝✐♦✉s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ ❢❛st ❣❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
t❛❜✳ ✻✳✶
❚❛❜✳ ✻✳✶✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s
◆❛♠❡ ❙✐❖2 ❬♠♦❧ ✪❪ ❆❧2❖3 ❬♠♦❧ ✪❪ ▲❛2❖3 ❬♠♦❧ ✪❪
❙❆▲✶ 67.4 22.1 10.5
❙❆▲✷ 65.6 20.1 14.3
❙❆▲✸ 60.1 21.2 18.7
❙❆▲✹ 55.7 20.2 24.1
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞
❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐❝❛❧
❣❛t✐♥❣ ✭s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❢♦r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s❡❧❡❝t❡❞
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤♦s❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❝ts✳ ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
t❤❡♦r✐❡s✳
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✸✽
❋✐❣✳ ✻✳✷✿ ❛✮ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n0 ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ
❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh = hν✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝✉r✈❡s✱ ❜r❛❝❦❡ts✿ ❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❜✮
❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n0 ✭❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2❖3 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✿
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❜❧✉❡ tr✐❛♥❣❧❡s✿ ■❢t❡❦❤❛r ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✵❪✱ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❉❡❥♥❡❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✹❪
✻✳✷✳✶ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥
❋♦r ❋✸✵✵✱ ◆✲❙❋✺✻ ❛♥❞ ❩♥❙ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✽✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❋✸✵✵✮ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❡q✳ ✭✸✳✶✹✮✮✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts RF
✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ n0 ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss
RF ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✇❡r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡tr✐❡✈❛❧ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶
✪ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❡r♠s ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0(λ) ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ RF (λ)
❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ n0 ✈❛❧✉❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✷❛✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✷❛ s❤♦✇ t❤❡ ✜tt❡❞ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝✉r✈❡s ✭❡q✳ ✭✸✳✷✮✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✹✳ ❆❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ♥♦r♠❛❧
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡rs ❛s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❜r❛❝❦❡ts ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✷❛ ❛♥❞ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✹✳ ❚❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✳
❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞
♦❢ ❤❡❛✈② ✢✐♥t ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ▲❛2❖3 ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
n0 ✭∆n0/∆c✭▲❛2❖3✮ ❂ ✾✳✹ ×10−3 ♠♦❧✪−1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss ❞❡♥s✐t② ✭∆ρ/∆c✭▲❛2❖3✮
❂ ✼✳✾ ×10−2 ❣❝♠−3 ♠♦❧%−1✱ t❛❜✳ ✻✳✹✮ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✽✵❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❡❡♣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✷❜ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ s❛♠♣❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ r❡✲♠❡❧t ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ n0 ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✼✼✼ ♥♠ ❢r♦♠ r❡✲♠❡❧t❡❞
❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ✐♥ r❡❢✳ ❬✶✽✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✜t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t n0 ✈❛❧✉❡s ✈❡r②
✇❡❧❧ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡✐r ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❆❧2❖3 ❝♦♥t❡♥t ❢r♦♠ ✻ t♦ ✷✵ ♠♦❧✪ ✭✜❣✳ ✻✳✷❜✮✳
❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss r❛♥❣❡s ❢r♦♠ n0 = 2.0 t♦
n0 = 2.3✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◆✲❙❋✺✻✳ ❨❡t✱ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❩♥❙✳ ■ts ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ n0 ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✸✾
❋✐❣✳ ✻✳✸✿ ❛✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh✱
EU ✿ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❜✮
√
αEPh ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②EPh✱ s♦❧✐❞
❧✐♥❡s✿ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ✴❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❛♥❣❡s✮✱ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿
❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣②✳
❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ νd ≈ 23 ✭t❛❜✳ ✻✳✹✮ ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❣❧❛ss s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❚❡❖2 ❝♦♥t❡♥t ❬✶✺✺✱ ✶✽✺✕✶✽✽❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s ❣r♦✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✭✜❣✳ ✻✳✸❛✮✳ ❚❤❡ ❤❡❛✈② ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ✭◆✲❙❋✺✻✱ ❚❡✲
❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙✮ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❢r♦♠
α = 5 ❝♠−1 t♦ α = 50 ❝♠−1✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ EPh = 3.3 ❡❱ ❛♥❞
EPh = 3.6 ❡❱✱ ❜✉t t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✬ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r✐s❡s ♠♦❞❡st❧② ❜❡t✇❡❡♥ EPh = 4
❡❱ ❛♥❞ EPh = 6 ❡❱✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛2❖3 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✇❛s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦
✐♥t❡♥s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❬✶✽✾❪✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✸✵✵ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡
❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❖❑● t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛s ❝♦✉♥t❡r ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✳✶✮✳
❚❤✉s t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣✐❡s
❚❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② EU ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh ✇❛s ✜tt❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❜② ❬✶✾✵✱ ✶✾✶❪✿
α(EPh) = α0 · e
EPh
EU ✭✻✳✶✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② EU ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ α0 ✐s t❤❡
❜❛♥❞ ❣❛♣ t❛✐❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✶✾✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s t❤❡ EU ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠
✵✳✺✸ ❡❱ t♦ ✵✳✼✻ ❡❱✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡② ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ♠❡❱ ✭✜❣✳ ✻✳✸❛✮✳
❚❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧s✬ str✉❝t✉r❛❧
❞✐s♦r❞❡r ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❬✾✷✱ ✶✾✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❞❡❢❡❝t ❝❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❬✶✾✵✱ ✶✾✸✕✶✾✺❪✮✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✱ t❤❛t t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✵
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❚❡✲❣❧❛ss ✐s s♠❛❧❧❡r ✭❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ♠❡❱✮ t❤❛♥ t❤♦s❡✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✵✵ ♠❡❱ t♦ ✹✵✵ ♠❡❱ ✭❬✶✾✸✱ ✶✾✻✕✶✾✽❪✮✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧♦✇ ❞✐s♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❝r②st❛❧s✳
❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ❚❡✲❣❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s
❬✶✺✷✱ ✶✽✻❪✳ ❆ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐s♦r❞❡r ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❊r2❖3 ❝♦♥t❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇❛s
r❡♣♦rt❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❚❡✲❣❧❛ss ❬✶✽✻❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✺✸✵ ♠❡❱ t♦ ✼✻✵
♠❡❱ ❛♥❞ s❡❡♠ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❣❧❛ss ♠♦❞✐✜❡r
▲❛2❖3 ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥♦ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss✳ ❨❡t✱ t❤❡
❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♣✉r❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧♦✇ ✵✳✶
❡❱ ❬✶✾✾❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣
♦①②❣❡♥ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ s✐♠✐❧❛r
s②st❡♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ▲✐2❖✲❆❧2❖3✲❙✐❖2 ❣❧❛ss❡s ❬✷✵✵❪✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭❬✷✵✶❪✮✳
❖❢ ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❩♥❙ s❤♦✇s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ EU = 66 ♠❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✷✵✷❪✳
❚❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② E●❛♣ ❚❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
st❛t❡s ✭❉❖❙✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉❖❙ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛s ♦♥❡ ❝♦✉♥t❡r ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❖❑●✱ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭E●❛♣✮
✐s ♦❢ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② E●❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❧✐♥❡❛r❧② ✜tt✐♥❣ (αEPh)1/2 ✈s✳ EPh✱ ✭❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ❬✷✵✸✕✷✵✺❪ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ α = 103 ❝♠−1 t♦ α = 104 ❝♠−1 ❬✶✾✾✱ ✷✵✻❪
✭❚❛✉❝✲♣❧♦t✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ r❡♣r❡s❡♥ts E●❛♣✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✻✵ ❝♠−1 ❛t ♠♦st ✭♦♥❧② s❤♦✇♥
✉♣ t♦ α = 35 ❝♠−1 ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✸❛✮✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s
❢♦r s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❚❛✉❝✲♣❧♦t✳ ❙t✐❧❧✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❚❛✉❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✹❪ ♠❛② ❛t ❧❡❛st ❣✐✈❡ ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣②
❬✶✾✽✱ ✷✵✼✱ ✷✵✽❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts ❢♦r ❩♥❙ ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ ❛r❡ ♥♦t s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✸❜✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✹✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ E●❛♣ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡✐r ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ✜t✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ♣❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✸❜✳
❋♦r ❩♥❙✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✸✳✹✸ ❡❱✱ ❤❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✻ ❡❱ ❬✷✵✾✱ ✷✶✵❪✳ ❋♦r t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ E●❛♣
✐s ✸✳✸ ❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❬✷✵✺✱ ✷✵✻❪✳ ❨❡t✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ E●❛♣ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❣❧❛ss ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ E●❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❚❡✲❣❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✬ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ❬✶✷✽✱ ✷✶✶❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ E●❛♣✭❚❡✲❣❧❛ss✮ ≈
✵✳✼✺×E●❛♣✭❚❡❖2✮✰✵✳✷×E●❛♣✭❩♥❖✮✰✵✳✵✺×E●❛♣✭❑2❖✮ ❂ ✵✳✼✺× ✸✳✼✾✰✵✳✷× ✸✳✹✰✵✳✵✺
× ✷✳✷ ❂ ✸✳✻ ❡❱✳ ❇❡s✐❞❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t♦♦ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ ❛r✐s❡ ❢r♦♠
♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❬✷✶✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ E●❛♣
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ②❡t t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ✐s ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝✲
t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✶
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s✱ t❤❡②
r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✺✳✸✸ ❡❱ t♦ ♦✈❡r ✻ ❡❱✳ ❙♦ ❢❛r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣✐❡s
♦❢ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥
♦t❤❡r ❛❧✉♠✐♥♦ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ❬✶✾✺✱ ✷✵✵✱ ✷✶✸❪✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✳✹✻ ❡❱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss ✈❛❧✉❡s✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❢r♦♠ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✬ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ✭❙✐❖2✿ ✾ ❡❱ ❬✷✶✹❪✱ ❆❧2❖3✿ ✼ t♦
✶✵ ❡❱ ❬✷✶✺❪ ❛♥❞ ▲❛2❖3✿ ✺✳✷ ❡❱ t♦ ✻✳✷ ❡❱ ❬✷✶✻✕✷✶✽❪✮ ❧❡❛❞s t♦ ❊●❛♣ ≈ 7.68 ❡❱ ❢♦r
❙❆▲✹ ❛♥❞ ❊●❛♣ ≈ 8.16 ❡❱ ❢♦r ❙❆▲✶✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭t❛❜✳ ✻✳✹✮✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
r❛♥❣❡✱ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss
♠✐①t✉r❡✳
❇❡s✐❞❡s ❢r♦♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ E●❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① s❝❛❧❡s ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ E●❛♣✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ✈❛r✐♦✉s ✭s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧✮ ♠♦❞❡❧s
✇❤❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s ❬✽✷✱ ✷✶✾✕✷✷✷❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛t♦♠✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✷✸❪ ♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤ ❬✷✷✵❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❡r✈Ø ❛♥❞ ❱❛♥✲
❞❛♠♠❡ ❬✷✷✷❪✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦✈❛❧❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞✐♥❣s
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♠♦st ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ E●❛♣ ❜②✿
n0 =
s
1 +

13.6eV
EGap + 3.4eV
2
, ✭✻✳✷✮
✇❤❡r❡ n0 ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❧✐♥❦✐♥❣ n0 ❛♥❞ E●❛♣ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡❞❞② ❬✷✷✹❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ▼♦ss✬ ❛t♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✷✸❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❣❛♣ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❜②
EGape
n0 = 36.3eV ✭✻✳✸✮
❚❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❡r✈Ø ❛♥❞
❱❛♥❞❛♠♠❡ ✭❡q✳ ✭✻✳✷✮✮ ❛♥❞ ❘❡❞❞② ✭❡q✳ ✭✻✳✸✮✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✷✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛
s♠❛❧❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦♥❧②✱ t❤❡ n0 ✈❛❧✉❡ ❛t λ = ✶ µ♠ ✇❛s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ n0 ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ±✵✳✶ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s✳
■t ✐s ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥❡s ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❩♥❙✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✭s❡♠✐✲✮❡♠♣✐r✐❝❛❧
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ E●❛♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♠❛② ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❛②
st✐❧❧ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❯r❜❛❝❤ st❛t❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❙❆▲✲❣❧❛ss❡s s❡❡♠ t♦ ❧✐❡ ❢❛r ❛❜♦✈❡ ✺ ❡❱✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦
❖❑●✳
✻✳✷✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❖❑● ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2 ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭ ❡✳❣✳ ❡q✳ ✭✸✳✷✾✮✮✳
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✷
❚❛❜✳ ✻✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭t❤✐s ✇♦r❦✮ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✷✷❪ ❛♥❞ ❬✷✷✹❪
▼❛t❡r✐❛❧ n0 ✭λ ❂ ✶ µ♠✮ ❊st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❍❡r✈Ø ❘❡❞❞②
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❱❛♥❞❛♠♠❡
❙✐❖2 ✶✳✹✺ > 7 10± 2.0 8.5± 0.9
❙❆▲✶ ✶✳✺✽✼ > 6 8± 1.3 7.4± 0.8
❙❆▲✷ ✶✳✻✷✸ 5.71± 0.06 7± 1.2 7.2± 0.8
❙❆▲✸ ✶✳✻✻✽ 5.46± 0.05 6.8± 1.1 6.8± 0.7
❙❆▲✹ ✶✳✼✶ 5.33± 0.05 6.4± 0.9 6.6± 0.7
❙❋✺✻ ✶✳✼✸ 3.45± 0.02 6.2± 0.9 6.4± 0.7
❚❡✲❣❧❛ss ✷✳✵✵ 3.34± 0.04 4.5± 0.5 4.9± 0.5
❩♥❙ ✷✳✷✾✷ 3.43± 0.04 3.2± 0.4 3.7± 0.4
❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ n2 ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ n2 ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ◆✲
❙❋✺✻✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❩✲s❝❛♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❝t✳ ✹✳✺✳✷✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ n2 ✈❛❧✉❡
❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬✶✵✼❪ ❛ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❡t ♦❢ ❩✲s❝❛♥s ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❊①❡♠♣❧❛r②✱ t❤❡ ❩✲s❝❛♥s ♦❢ ❙❆▲✶ ❣❧❛ss ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✹❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❤❡✐❦✲❇❛❤❛❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜②
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡❧✐♠✐♥❛t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts ✭❡✳❣✳ s♠❛❧❧ s❝r❛t❝❤❡s✮✳
■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t❤❡ ✧P❡❛❦✲t♦✲❱❛❧❧❡②✧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
∆❚P❱ ✭✜❣✳ ✻✳✹❛✮ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ❬✶✵✼✱ ✶✵✾✱ ✷✷✺❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ✜❣✳
✻✳✹❜✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❛t✐♦ ∆❚P❱/E ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r n2✳ ❚❤❡ r❛t✐♦s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❧✐♥❡❛r❧② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ∆❚P❱ ✈❛❧✉❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✭✜❣✳ ✻✳✹❜✮✳ ❚❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❛t✐♦s ❜② ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r✐❞❣❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ✉s✐♥❣✿
(n2)s = (n2)r
(∆TPV )s
Es
Er
(∆TPV )r
Lr
Ls
(1−Rr)
(1−Rs) ✱ ✭✻✳✹✮
✇✐t❤ ✭n2)r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ Lr ❛♥❞ Ls t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ Rr ❛♥❞ Rs t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✭∆❚P❱✮r ❛♥❞ ✭∆❚P❱✮s t❤❡ P❡❛❦✲t♦✲❱❛❧❧❡②
✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ Er ❛♥❞ Es t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭r✮ ❛♥❞
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✭s✮✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss d ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❬✷✷✻❪✳ ❆ ✵✳✼ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✇✐t❤ ✶✷✵✵ ♣♣♠ ❖❍ ❛♥❞
✭♥2✮r ❂ ✭✷✳✼ ± ✵✳✸✮×✶✵−7 ❝♠2✴●❲ ✭s❡❝t✳ ✻✳✶✮ s❡r✈❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ n2 ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ∆❚P❱ ✈❛❧✉❡ ❞✐r❡❝t❧② ✭✇✐t❤♦✉t r❡❢❡r✲
❡♥❝✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦✉❣❤✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❡①❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡ ✭❡✳❣✳ ❛st✐❣♠❛t✐s♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
❬✷✷✼✕✷✷✾❪✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✸
❋✐❣✳ ✻✳✹✿ ❛✮ ❩✲❙❝❛♥ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✶ ✶✵ ♠♦❧✪ ♦❢ ▲❛2❖3 s❛♠♣❧❡ ❛t ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s E✱ ❛rr♦✇s✿
P❡❛❦✲❚♦✲❱❛❧❧❡② r❛t✐♦ ∆❚P❱❀ ❜✮ ∆❚P❱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡
❡♥❡r❣②✱ ❜r❛❝❦❡ts✿ s❧♦♣❡ ∆❚P❱✴❊ ✐♥ 10−3 ♥❏−1
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ❢s✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✹✳ ❚❤❡ n2 ✈❛❧✉❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❋✸✵✵✱ t❤❡
❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙ ❛♠♦✉♥t t♦ n2 = (3.0± 0.1)× 10−7 ❝♠2✴●❲✱ n2 = (50± 5)× 10−7
❝♠2✴●❲ ❛♥❞ n2 = (130± 20)× 10−7 ❝♠2✴●❲✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❝t✳ ✻✳✶ ❛♥❞ ❬✶✹✽✱ ✶✹✾✱ ✶✺✷✱ ✶✺✺✱ ✷✸✵❪✮✳ ❚❤❡ n2 ✈❛❧✉❡ ♦❢
◆✲❙❋✺✻ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✸✽❪✳ ■t ✐s ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❋✸✵✵
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭✶✵ ✪✮ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❋✸✵✵ ♣♦ss❡ss❡s ♦♥❧② ❛ t✐♥② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❖❍ ✭< 1 ♣♣♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝❤❧♦r✐♥❡ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠✐①t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ n2 ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❤❧♦r✐♥❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙❆▲✲❣❧❛ss s②st❡♠ ❬✶✵✸✱ ✶✽✸❪✳ ❚❤❡
s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✉♥r❛✈❡❧s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✮ nF2 ❛♥❞ t❤❡ ▲❛2❖3 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭✜❣✳
✻✳✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ n2 ✈❛❧✉❡ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛2❖3
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ✭n❙❆▲✶/n❙❆▲✸ ≈ 0.9✱ ❡q✳ ✭✸✳✻✮ ✐♥ s❡❝t✳ ✸✳✶✳✷✮✱ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦∆n2/∆c(La2O3) = (0.264±0.007)×10−7 ❝♠2✴●❲♠♦❧✪−1✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠❛❥♦r ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲▲♦r❡♥③ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❇♦❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸✶❪ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ ✇❡❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞
❬✶✹✶✱ ✷✸✷❪ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭❇●❖ t❤❡♦r②✮ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① n2 t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭νd✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nd = n0(587.6 ♥♠✮✿
nF2 (10
−13esu) =
68(nd − 1)(n2d + 2)2
νd
h
1.52 +
(nd+1)(n
2
d+2)
2
6nd
νd
i1/2 . ✭✻✳✺✮
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✺ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❇●❖ t❤❡♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✻✳✺✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ✻✳✺
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✹
❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭nF2 ✿ ❝❣s ✉♥✐ts✱ n2✿ ❙■ ✉♥✐ts✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2❖3
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭n0✭✽✵✵ ♥♠✮✮✿ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✿ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❜❧✉❡ tr✐❛♥✲
❣❧❡s✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❇●❖ t❤❡♦r② ✭❡q✳ ✭✻✳✺✮✮ ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥d ❛♥❞ νd ✈❛❧✉❡s✱ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✽✮ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❙✐❖2✱ ❆❧2❖3
❛♥❞ ▲❛2❖3 ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪
s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②
❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❖2− ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛ ❜r✐❡❢
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳
❖♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❜♦t❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❛t♦♠s ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ✇❛✈❡✱ ✐✳❡✳
n0 ❛♥❞ n2 ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② αm ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
γ ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣❧❛ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❢s t✐♠❡
r❡❣✐♠❡ ❬✶✷✺❪✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ s❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ n2 s✉❝❤ ❛s
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ♦r t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❬✽✻❪✳
❲✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❛❧✉❡s ❢♦r αm ❛♥❞ γ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❩♥❙
❬✾✶✱ ✷✸✸❪ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❚❡✲❣❧❛ss❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s
❬✶✷✽✱ ✶✺✹✱ ✶✺✺✱ ✶✽✻✱ ✶✽✼✱ ✷✶✷✱ ✷✸✹✕✷✸✻❪✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❤②✲
♣❡r✮♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳
■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ n2 ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇●❖ t❤❡♦r② ✭nF2 (♠❡❛s) = (24±2)×10−13 ❡s✉✱ nF2 (❇●❖) =
14 × 10−13 ❡s✉✳ ❚❤✐s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❧❛r❣❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛✲
s♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣t② ♦✉t❡r d✲♦r❜✐t❛❧ ♦❢
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✺
t❤❡ ❚❡❖2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷➴ ✐s ❛ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ γ✲✈❛❧✉❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❇●❖ t❤❡♦r② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❜❡
✈✐♦❧❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣♦ss❡ss❡s ❛
s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❊r2❖3✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❬✾✶❪✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❊r2❖3 ❜r❡❛❦s ✉♣ ❖✲❚❡✲❖ ❜♦♥❞s ❬✷✵✺❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭◆❇❖✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❆ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❊r2❖3 ❝♦♥t❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛② ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛♥
♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❖✲❚❡✲❖ ❜♦♥❞✐♥❣ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠❛❥♦r❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❬✷✸✼❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❊r2❖3 ❝♦♥t❡♥t ✭✵✳✵✹ ♠♦❧✪✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡✲
♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♥❛r② ❣❧❛ss str✉❝t✉r❡ ✐ts❡❧❢ ♠❛② ✉♥r❛✈❡❧ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐ts ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡✳❣✳ ❜✐♥❛r② ❚❡✲❣❧❛ss s②st❡♠s ✭❬✷✸✽❪✮ ♦r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❚❡❖2 ❬✷✸✻❪✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐s♦r❞❡r
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇❖✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❖✲❚❡✲❖
❜r✐❞❣❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ αm
❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ γ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❦❛❧✐ ❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❑+ ❬✷✶✷❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ γ ✇❛s ♣r♦✈❡♥
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❩♥❖ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❬✶✺✷❪✮✱ ✐t ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
♦①②❣❡♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t② st✐❧❧ ❬✶✾✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡✛❡❝t ❜♦t❤✱ α ❛s ✇❡❧❧ ❛s γ✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ◆✲❙❋✺✻ ✐s ♠✉❝❤
❤❛r❞❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧❛r❣❡ ✭❤②✲
♣❡r✮♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳ ◆❜2❖5 ❛♥❞ ❚✐❖2 ❬✽✻✱ ✷✸✾❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ ❇♦❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶✱ ✷✸✶❪
✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥② ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ◆✲❙❋✺✻ t❤✉s ❛r✐s❡s
❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✾✶❪✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛r❣❡ ✐♥❞❡① ❣❧❛ss❡s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
✭❤②♣❡r✮♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ s②st❡♠ ❬✾✵✱ ✷✹✵❪✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲▼♦s♦tt✐
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ n0 ✈❛❧✉❡s r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❙❆▲✲s②st❡♠ ✭αmeas ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✸✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss s②st❡♠✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦st❧② ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❛♥✐♦♥s ✭❖2−✮ ❬✶✷✺✱ ✷✹✶❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs t♦ st❛② ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❬✶✾✷✱ ✷✹✶❪
αO2−(n0) =

Vm
2.252

(n20 − 1)/(n20 + 2)−
X
αi

NO2− , ✭✻✳✻✮
✇✐t❤ ❱♠ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡✱
P
αi = 2xαLa3+ + yαSi4+ + 2(1− x− y)αAl3+ t❤❡
♠♦❧❛r ❝❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ NO2− = 3x+2y+3(1−x−y) t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❉✉✛② ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ ❛♥✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r s②st❡♠s
❜② ❉✉✛② ❬✾✵❪✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② α❝❛t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✸ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥t ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❖2− ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② αO2− ✐♥✲
❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❖2− ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ✻✳✺ ✪✳ ❚❤❡ ❛♥✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❛t ❧❡❛st ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✉♠
♦❢ ❜♦t❤✱ α❝❛t✐♦♥ ✰ α❛♥✐♦♥✱ ✐s st✐❧❧ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ α♠❡❛s ✈❛❧✉❡ ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✸✮✳
✻✳✷ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✹✻
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❙✐❖2 ✐♥ t❤❡ ❙❆▲ s②st❡♠ ❜② ❆❧2❖3 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❜②
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭◆❇❖✮ ❬✶✽✵✱ ✶✽✷❪✳ ❆s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❇❖ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛♥ r✲✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❙❆▲ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ■❢t❡❦❤❛r ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✵❪✳
r =
2 + x+ (1− x− y)
1− x+ (1− x− y) =
3− y
2− 2x− y , ✭✻✳✼✮
✇✐t❤ ① ❛♥❞ ② ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛2❖3 ❛♥❞ ❙✐❖2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
r✲✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✸ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✸ ✪ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ◆❇❖
✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛2❖3 ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✽✶❪✳
❚❤❡ ❡①❛❝t ◆❇❖ ♥✉♠❜❡r ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ ✸✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♥✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ◆❇❖
♥✉♠❜❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❛ ◆❇❖ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② EU ✭t❛❜✳ ✻✳✹✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s✬ ♦r❞❡r ❬✶✾✺❪✳ ■♥ ❛ ❧❡ss ♦r❞❡r❡❞
s②st❡♠✱ ❧❡ss ♦①②❣❡♥ ❝❛♥ ❜✐♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ◆❇❖ s♣❡❝✐❡s✳
■♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦♥❧② ✭▲❛2❖3
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
❜② γ = ◗α2m ❬✶✷✺❪ ✇✐t❤ ◗ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② hγi ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥❋2 ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
hγi = 2n
F
2 n0
f 4πNm
, ✭✻✳✽✮
✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s f = (n20+2)/3 ❛♥❞ Nm
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②
❬✾✶❪✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ◗ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ α2 ❛♥❞ γ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❆▲
s②st❡♠s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ◗ ❂ ✭✼✳✽ ± ✵✳✻✮×1010❡s✉✴❝♠6 ✭❋✐❣✳ ✻✳✻❛ ✮✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② α ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♦①②❣❡♥ ✭❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ◆❇❖ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ▲❛3+ ✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ▲❛3+ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s s❤♦✉❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡
❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② γ✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❋2
✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ❣✐✈❡♥
❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✬
❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♥❋2 ❬✷✸✶❪ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
n2 Norm = NLa2/3OγLa2/3O =
2nF2 n0
f 4π
−NSi1/2OγSi1/2O −NAl2/3OγAl2/3O, ✭✻✳✾✮
r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ▲❛2/3❖ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡r❡ N ❛♥❞ γ ❛r❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ γSi1/2O ❛♥❞
γAl2/3O ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❧❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✇❡r❡
❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γLa2/3O ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ◆❇❖ ♦♥t♦ γ ❛♥ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ②❡t✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ n2 Norm ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ▲❛2/3❖
❧✐♥❡❛r❧②✳ ■t ❛♠♦✉♥ts t♦ ✭✷✳✷ ± ✵✳✷✮×10−36 ❡s✉ ✭✜❣✳ ✻✳✻❜✮✳
✻✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑● ✹✼
❋✐❣✳ ✻✳✻✿ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ γ = Qα2 ❜❡t✇❡❡♥ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② γ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② αm✱ Q =
m2 = (7.8 ± 0.6) × 1010 ❡s✉✴❝♠6 ✭✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❙❆▲ s②st❡♠✮✱ ❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ n2 ✈❛❧✉❡s ✭❡q✳
✭✻✳✾✮✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2/3❖ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ γ▲❛2❖3 ✿ (2.2± 0.2)× 10−36 ❡s✉✳
❋✐♥❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜ts ✐♥ ❋✐❣s✳ ✻✳✻❛ ❛♥❞ ✻✳✻❜ ②✐❡❧❞
♥♦♥③❡r♦ ❛❜s❝✐ss❛ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡
♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❇●❖ t❤❡♦r②✳ ❲✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ▲❛2❖3
❝♦♥t❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦s❡s ✐ts ✈❛❧✐❞✐t②✿ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
s✉❝❤ ❛s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ◆❇❖ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r ❣❧❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❛❜✳ ✻✳✸✿ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs n2 ❬10−16 ❝♠2✴❲❪✱ nF2 ❬10−13 ❡s✉❪✱ αO2− ❬➴3❪✱ αCat ❬➴3❪✱ αmeas
❬➴3❪✱ hγmeasi ❬10−36 ❡s✉❪✱ ❛♥❞ t❤❡ r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❋✸✵✵
▼❛t❡r✐❛❧ n2 nF2 αO2− αcat αmeas hγmeasi r
❋✸✵✵ 3.0 1.06 1.403 ❬✶✵✺❪ − 2.971 1.24± 0.01 −
❙❆▲✶ 5.8 2.2 1.621 0.309 4.030 2.1± 0.1 2.09
❙❆▲✷ 6.7 2.6 1.6274 0.439 4.247 2.3± 0.2 2.24
❙❆▲✸ 8.1 3.23 1.695 0.569 4.627 2.64± 0.08 2.40
❙❆▲✹ 9.30 3.81 1.726 0.700 4.919 2.90± 0.02 2.58
✻✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑●
❆❢t❡r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❤❛❧❧ ❜❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳
✻✳✸✳✶ ❆❜s♦r♣t✐♦♥
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❧✐♠✐t ❜♦t❤✱ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥❡✲
❣❧❡❝t❡❞✱ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ ❛s ✐t ✐s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❖❑● ✭s✉❜s❡❝t✳
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✻✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑● ✹✾
✸✳✷✳✸✮✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛②
❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤❛❧❧ ❜❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ❛ss✐st❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥
♦r ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✷✹✷❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✬s s✉✐t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❖❑● ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
❙t❡❣❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✺✱ ✷✹✸✱ ✷✹✹❪ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✇❡❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ♦❢
♠❡r✐t✱ ❋❖▼ ✮✳ ❋♦r ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❖❑●✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❜②
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ s❤♦✉❧❞ ❛♠♦✉♥t t♦ φnl = π✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭❡q✳ ✭✸✳✸✵✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❦✐♥❞
dIG
dz
= −αkIkG ✭✻✳✶✵✮
♦❝❝✉rs✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ k = 1 ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✱ ❛
✜♥✐t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ dabs = 1/αkIk−1G ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥s❡rt✐♥❣
dabs ✐♥t♦ ✭✸✳✸✵✮ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ✐t ❡q✉❛❧ t♦ π ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❋❖▼ ✿
FOM =
2n2
λαkI
k−2
G
. ✭✻✳✶✶✮
■❢ t❤❡ ❋❖▼ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r
❖❑●✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❖▼ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG✳ ❚❤✐s ❋❖▼ ✐s ♦♥❧② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✭❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✮
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✻✳✸✳✷ ❘❡❢r❛❝t✐♦♥
❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦r
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ n0✲✈❛❧✉❡s✱ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t
t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■ts ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦r ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳
❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ tr❛✈✲
❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠✐s♠❛t❝❤ ✭s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✶✳✷✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣✲ ✭✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✮ ♦r ❛
♣❤❛s❡ ✐♥❞❡① ✭✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❣❤t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛
✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
z ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✷✹✺✕✷✹✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tD ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
❣❛t❡ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭③ ❂ ✵✮✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛
♣✉❧s❡✳
✻✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑● ✺✵
■♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐ts ♣❤❛s❡ φnl ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ✭❘■▼✮ ∆n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❡q✳ ✭✸✳✸✵✮✮✿
φnl(r, t− tD, z) = k0n2IG(r)
z=dZ
z=0
e−4 ln 2(t−tD+
∆nz
c )
2
/∆τ2Gdz
= k0n2IG(r)
√
π∆τGc
2
√
4 ln 2∆n
"
❡r❢
 √
4 ln 2
∆τG

t− tD + ∆n
c
z
!#z=d
z=0
,
✭✻✳✶✷✮
✇❤❡r❡ IG(r) ✐s t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ∆τG ✐s ✐ts ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
✭❋❲❍▼✮✳ ∆n = n(signal) − ng(gate) ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤✱ c ✐s t❤❡
✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ k0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ d ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss✳ tD ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❘■▼ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✜❣✳ ✻✳✼✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜②
❛ ❧♦♥❣❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ❛ t❤✐❝❦❡r ❖❑● s❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ∆ng = 0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t t = tD
❛s ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✼✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛♠♦✉♥t t♦ ♦♥❧② ✶✺ ✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❘■▼✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❩✐❧❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹✺❪ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
❘■▼ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τGVD
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
τGVD =
d
c
∆ng. ✭✻✳✶✸✮
■❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ✭❞✉r❛t✐♦♥ ∆τS✮✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❘■▼ ❝❛✉s❡s ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡ ✭❉❚❚✮✳ ❚❤❡ ❉❚❚ ✐s
t❤❡ ✭❡♥❡r❣②✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖❑● ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②
t✐♠❡ tD✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❘■▼ ❝❛✉s❡s ❡✳❣✳ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ t♦ ♦✈❡rt❛❦❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❢♦r ∆ng > 0✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛t t = tD✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ ❘■▼ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ deff ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤
∆τcc =
p
∆τ 2S + 0.5∆τ
2
G ✭❡q✳ ✭✸✳✸✶✮ ✐♥ s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r deff ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✻✳✶✸✮✿
deff =
τccc
∆n
 . ✭✻✳✶✹✮
❋r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ deff r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❖❑● s❛♠♣❧❡ ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙♠❛❧❧❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❝❛✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❡q✳ ✭✸✳✸✵✮✮✳ ▲❛r❣❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
❛♥②♠♦r❡ ❜✉t ♦♥❧② ❞✐st♦rt t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘■▼✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧✲
✇✐❞t❤✲❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ∆τ = 50 ❢s ✇✐❧❧ ❜❡ ∆τOKG = 145 ❢s ✭❋❲❍▼✮ ❢♦r
✻✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑● ✺✶
❋✐❣✳ ✻✳✼✿ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ✭❘■▼✮ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✱ ❧❡❢t✮ ♣❤❛s❡ ∆φ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♦♥ s✐❣♥❛❧ ❜② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ r✐❣❤t✮ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭∆ng > 0 ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ∆ng = 0 ✭r❡❞✮✮
∆ng = 0.05 ❛t ❛ ❖❑● t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ d = 1 ♠♠✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣
✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❋❲❍▼ ❞✉r❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ✇✐♥❞♦✇✳
P✉❧s❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❆s t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘■▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s LD ✭❡q✳ ✭✸✳✷✹✮✱
❡①❝❡♣t t❤❡ t❤✐❝❦ ❩♥❙ s❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①t❡♥❞ ❞✉r✐♥❣
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ IG✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❛s✿
φnl(r, t− td, z) = k0IG(r)
Z z=d
z=0
1r
1 +

z
LD
2 e− 4 ln 2∆τ2G (t−td+∆nzc )2dz. ✭✻✳✶✺✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦✲
♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ LD✱ ✐t ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞
❜②✿
yDisp(z) =
1r
1 +

z
LD
2 ≈ (1− y0)e−
(
z
∆τFit
)2
+ y0 = yFit(z) ✭✻✳✶✻✮
❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✐ts ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✽❛
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ z ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
✭✸✳✷✹✮ LD ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽❜ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs y0 ❛♥❞ ∆τFit ❛s
✻✳✹ ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✺✷
❋✐❣✳ ✻✳✽✿ ❛✮ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ●❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG(z)/IG(0) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ z ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❜✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆τFit ❛♥❞ y0 ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ✭❡q✳ ✭✻✳✶✻✮✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss d/LD ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ LD✱ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✿ d/LD ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss d ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ LD✮✳ ❚❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✜t ✇❛s✿
δ =
R d
0
kyDisp(z)− yFit(z)k dzR d
0
(z)dz
< 0.01,
❢♦r t❤✐❝❦♥❡ss❡s d < 2LD✳
❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ❛❞❞s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φnl
✭✻✳✶✷✮ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✿
φnl(r, t− td, z) = k0IG(r)
Z z=d
z=0

y0e
− 4 ln 2
∆τ2
G
(t−td+∆nzc )
2
+
(1− y0)e
− 4 ln 2
∆τ2
G
(t−td+∆nzc )
2−
(
z
∆τFitLD
)2)
dz.
✭✻✳✶✼✮
✻✳✹ ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t❡ ✐s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞
❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❜② ❣❛t✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧❧② ❜r♦❛❞ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✭s❡❝t✳
✹✳✻✳✷ ❛♥❞ s❡❝t✳ ✺✳✶✮✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❙❚❘❊❚✮ ♦❢ t❤❡ ❖❑●
✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✾ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❛✲❡✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞
t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ ❩♥❙ ✭❡✱❢✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❡❧❛② t✐♠❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❚❘❊❚ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❚❘❊❚ ✇❡r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜tt❡❞✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭∆τ ✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❝②❛♥ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✾✳ ❚❤❡ ∆τ ✈❛❧✉❡ st❛②s
❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ❢s ❛♥❞ ✼✵ ❢s ❞♦✇♥ t♦ ✺✺✵ ♥♠ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✶✷✵ ❢s ❢♦r λ < ✺✺✵ ♥♠
✻✳✹ ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✺✸
✭✐♥s❡t ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✾❛✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❤✐❢ts ❢r♦♠ tD = 0
❢s ❛t λ = 750 ♥♠ t♦ tD = 500 ❢s ❛t λ = 500 ♥♠✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❙❚❘❊❚ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ t❤❛t ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛
t❡♠♣♦r❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦♥s❡t st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
❛t s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐t ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧❛r❣❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s ✭✜❣✳ ✻✳✾❛✲❞✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✭✜❣✳ ✻✳✾❡✱❢✮✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡
❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥
❜② t❤❡ ❝②❛♥ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✾❜✲❢✳ ❋♦r ✶✳✶✼ ♠♠ t❤✐❝❦ ❩♥❙✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡
❣r♦✇s ❢r♦♠ ∆τ = 200 ❢s ❛t λ = 700 ♥♠ t♦ ∆τ = 1400 ❢s ❢♦r λ = 500 ♥♠✳ ✭✐♥s❡t ✐♥
✜❣✳ ✻✳✾❢✮✳
❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡✈❡r② s♣❡❝tr❛❧ ❙❚❘❊❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t
s❤♦rt❡r s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ s❡❡♠s t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ st❛②s ♠♦r❡ ♦r
❧❡ss ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✱ ✐t ❢❛❧❧s ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✵ ✪ ❜❡t✇❡❡♥
λ = 700 ♥♠ ❛♥❞ λ = 500 ♥♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✳✶✼ ♠♠ ❩♥❙✳
❋✐❣✳ ✻✳✾✿ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❙❚❘❊❚✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ ❲▲❈
♣✉❧s❡✱ ❛✲❡✮✿ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡✱❢✮ t❤✐♥ ❛♥❞ t❤✐❝❦ ❩♥❙✱ ❈②❛♥ ❧✐♥❡s✿ ❝❡♥t❡r ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❋❲❍▼
✭❞❛s❤❡❞✮ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✜tt❡❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ s✉❜✜❣✉r❡s ❛s ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✮✳
❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ✭❘■▼✱ ❝❢✳ s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❲▲❈ s✐❣♥❛❧ ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✮ ✐s s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐✲
❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡
ng ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
t❛❜✳ ✻✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ t♦✇❛r❞s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭s✐❣♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡s
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ♦✈❡rt❛❦❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝✲
tr❛❧ r❛♥❣❡✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t♦✇❛r❞s
s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧✐❦❡✇✐s❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❬✷✹✽❪ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ❘■▼ ❛t s❤♦rt❡r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✲
✻✳✹ ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✺✹
t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭deff ✐♥ ❡q✳ ✭✻✳✶✹✮✮
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s✐❣♥❛❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❆ s❧♦✇ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛s r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞
r❡s✉❧t ✐♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ t♦✇❛r❞s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣r❡❝❡❞❡s
t❤❡ ❲▲❈✮ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ✭∆ng = 0.018 ❢♦r λG = 800
♥♠ ❛♥❞ λS = 530 ♥♠✮ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘■▼ ♦♥t♦ t❤❡ ❙❚❘❊❚
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭τGVD = 36 ❢s < ∆τG = 70 ❢s✮✳ ❚❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ tD = 0 ❢s ❛t λ = 750 ♥♠ t♦✇❛r❞s tD = 400
❢s ❛t λ = 500 ♥♠ ✭✜❣✳ ✻✳✾❛✮ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤✐r♣ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✵✿ ❛✮ ❙②♠❜♦❧s✿ ❣❛t❡❞ ❲▲❈ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉s✐♥❣ ❚❡✲❣❧❛ss ❛s ❖❑● ♠❡❞✐✉♠✱
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❜② ✭✻✳✶✽✮✱ ❜✮ s②♠❜♦❧s✿ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡s∆ng✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✈❛❧✉❡s ❢♦r∆ng
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝✮ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r a(λ) ❢r♦♠ ✭✻✳✶✽✮ ✭s❝❛❧❡ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♦♥✮
❚❤❡ ❘■▼ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s t❤❡ ✜tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❚❡✲❣❧❛ss ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✜❣✳ ✻✳✶✵❛ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✿
y(tD) = aIS(tD − t0)⊗ φ2(tD), ✭✻✳✶✽✮
✇❤❡r❡ φ(t) ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛
❛♥❞ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✭❡q✳ ✭✻✳✶✼✮✮✳
✻✳✹ ❇r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✺✺
❋✐❣✳ ✻✳✶✶✿ ❘❛t✐♦s n2/∆ng ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭λ = 530 ♥♠✮
❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs y0 ❛♥❞ ∆τFit ✐♥ ❡q✳ ✭✻✳✶✼✮ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
✜❣✳ ✻✳✽❜ ❛t t❤❡ r❡❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭t❛❜✳
✻✳✹✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞✳ ❚❤❡ ❋❲❍▼
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛s ∆τG = ∆τS = 70 ❢s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ IS(tD)
❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ φnl(tD)✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❛s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠✐s♠❛t❝❤∆ng ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ✜tt✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲▲❈ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s❤✐❢ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❲▲❈ ❝❤✐r♣
✭✜❣✳ ✻✳✾❛✮✳
❚❤❡ ✜tt❡❞ ❘■▼∆ng ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✵❜ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡
❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ∆ng ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s
✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✷✮✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ∆ng ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ✜ts ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ♣r♦♦✜♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘■▼
✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳ ❋♦r ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s♠❛❧❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✭❡✳❣✳ ❙❆▲ ❣❧❛ss ❛t λ > 625 ♥♠✮✱ t❤❡ ∆ng ❢r♦♠
t❤❡ ✜t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛t
t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘■▼ τGVD ✭❡q✳ ✭✻✳✶✸✮✮ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ∆τG ❛♥❞ ∆τS✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
✜t s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ∆ng
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✵❝ ✭❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r ❚❡✲❣❧❛ss
❛♥❞ ❩♥❙✮✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑●✳
❊✈✐❞❡♥t❧② t❤❡ ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② η ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❝❢✳ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮
✐s tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦✇❛r❞s s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢♦r ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ deff ❜❡t✇❡❡♥
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❧❛r❣❡ ∆ng ✈❛❧✉❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥
❣❛t✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧❧② ✈❡r② ❜r♦❛❞ s✐❣♥❛❧s ✭s✉❝❤ ❛s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✮ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛♥❞ s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ■♥s❡rt✐♥❣ deff ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ ✭✸✳✸✵✮ ❧❡❛❞s t♦✿
φnl ∝ n2
∆ng
. ✭✻✳✶✾✮
❚❤❡s❡ r❛t✐♦s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✶ ❢♦r ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λS = 530 ♥♠✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ❩♥❙ st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t s✉♣❡r✐♦r ❣❛t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
✻✳✺ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ✺✻
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣❡st r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❚❡✲
❣❧❛ss ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❩♥❙✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ t❤❛t ❙❆▲ ❣❧❛ss ✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ▲❛2❖3 s❤♦✇s ✇♦rs❡ ❣❛t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛♥ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ✇❤❡r❡❛s
❙❆▲ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥t ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❖❑● t❤❛♥ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✳
✻✳✺ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑●
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ n2 ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡✐r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ deff t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ deff ✳ ❋♦r ❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❲▲❈
♣✉❧s❡ ✭❝❢✳ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮ IG ✇❛s ❦❡♣t ❧♦✇✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❤✐❣❤
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s r❡♠❛✐♥ s✉♣❡r✐♦r ✐♥ t❤❡✐r ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭✐♥ ❛ r❛♥❣❡ t❤❛t ✐s ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ♠♦❞❡r♥ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥
r❛t❡ ❢s ❧❛s❡r s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s
✐♥ ❛ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ♦❢ 0 ●❲✴❝♠2 < IG < 700 ●❲✴❝♠2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛
✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭λS = ✺✸✵ ♥♠✮ ✇❛s ❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭λG = 800 ♥♠✮
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✭s❡❝t✳ ✺✳✶✮✳ P❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s
✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❞❡q✉❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤s
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✭t❛❜s✳
✺✳✶ ❛♥❞ ✻✳✹✮✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✷✿ ❛✮ ❙✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✹✲❣❧❛ss ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ P■❙✱ IG = 0.50 ❚❲✴❝♠2✮✿ ❜❧❛❝❦✿
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭P❙❙✮✱ r❡❞✿ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭P■❙✮✱ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ P❙❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❂ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η✱ ❜✮ ❖❑● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❚❡✲❣❧❛ss ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t✐❡s IG ✭✈❛❧✉❡s ✐♥ ●❲✴❝♠2✮✿ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❙❙ tr❛❝❡✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
P■❙ tr❛❝❡
✻✳✺✳✶ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❋♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❡✈❡r② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭P■❙✮
❛♥❞ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ✭P❙❙✮ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡
tD ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✶✮✳ ❇♦t❤ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ P■❙ ✈❛❧✉❡ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② IG ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛②
✻✳✺ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ✺✼
t✐♠❡s tD ✭✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❝❡❞❡❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❙❙ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ tr❛❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ η ❛r❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r ❙❆▲✲❣❧❛ss ✭❙❆▲✹✮ ❛t IG = ✺✵✵ ●❲✴❝♠2
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✷❛✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✸❛ ❛♥❞ ❜ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✈❛❧✉❡s η ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ IG ❢♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❩♥❙✿ t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡✮✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✸✿ ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② η ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG✿ ❛✮ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❛♥❞
❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ❜✮ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❩♥❙✿ t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡✮
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ✭s♠❛❧❧ n2 ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ n2 ♠❛t❡r✐❛❧s✮ s❤♦✇
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ η ♦♥ IG✳ ❆❧❧ ❣❧❛ss❡s
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✸❛ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ IG
✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ η♠❛① t❤❛t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ✪ ❛♥❞ ✼✵ ✪ ❢♦r t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❛t t❤❡
❤✐❣❤❡st ❛♣♣❧✐❡❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✻✺✵ ●❲✴❝♠2✱ ✇❤✐❧❡ η♠❛① ♦❢ ❋✸✵✵ st❛②s ❜❡❧♦✇
✸✵ ✪✳
■♥ ✜❣✳ ✻✳✶✸❜ η ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❣r♦✇s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ IG
❢♦r ❧♦✇ ❣❛t❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤❛♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❡✣❝✐❡♥❝② η♠❛① ❛t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ IG,♠❛① ✈❛❧✉❡✱ η ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤
✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ◆✲❙❋✺✻ s❤♦✇s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ η♠❛① ≈ 50 ✪✱ ❛s
♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❩♥❙ ♦♥❧② ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ η♠❛① ≈ 12 ✪✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ηmax s❡❡♠ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ n2 ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s
s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s IG > 450 ●❲✴❝♠2✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❖❑● ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
♥2 ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ P■❙ ❛♥❞ t❤❡ P❙❙ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t IG ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✷❜ ❢♦r t❤❡ ❚❡✲❣❧❛ss ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ✐ts ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ P■❙
s❤♦✇s ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭P❆✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ IG ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐s
r❡❛❞✐❧② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ P■❙ s✐❣♥❛❧s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭❡✳❣✳ tD > 500 ❢s
❢♦r ❚❡✲❣❧❛ss✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❚❆✮ ❛r♦✉♥❞ tD = 0 ❢s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
■t ♣❛r❛❧❧❡❧s t❤❡ P❙❙ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r ❧❛r❣❡ IG ✈❛❧✉❡s✳ ❇♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛r❡ s♦❧❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ✭P❆ ✐♥ ◆✲❙❋✺✻
❛♥❞ ❚❡✲❣❧❛ss✱ ❚❆ ✐♥ ❛❧❧ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✮✳ ❚❤❡② ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ P❙❙
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❉✉❡
t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♠❛②
❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥
✻✳✺ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ✺✽
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✳ ❬✸✾✱ ✷✹✾❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❣❧❛ss❡s ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈▼P❆✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✹✮✳ ■❢ ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s
♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡ str♦♥❣ ❣❛t❡ ✜❡❧❞ s✉♣♣♦rts s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞✳
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs s❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭❋❈❆✮✱ ❛s ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦r✐❣✐♥
❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡✳ ❋❈❆ t②♣✐❝❛❧❧② s❤♦✇s
❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s
❬✷✹✷❪✳ ❍❡♥❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s tD < 0 ❢s ✭✇❤❡r❡ t❤❡
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❋❈❆✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐❡♥t s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡s❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ③❡r♦ ❢♦r tD < 100 ❢s✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❘■▼ ❝❛✉s❡❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡ P❙❙ s❤♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② t❤❛t
✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❧❛r❣❡r IG ✈❛❧✉❡s ✭✜❣✳ ✻✳✶✷❜✮✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤✐❢t
✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s tD = 0 ❢s✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈▼P❆
❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s❡❧❢✲
❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✐s s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
❬✷✺✵✱ ✷✺✶❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ IG
❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✉s wG✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡s dSF ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t IG ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❛
✭❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✷✻✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜✳ ✻✳✹✮✳
❚❤✉s s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣ ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s
✭❩♥❙✱ ❚❡✲❣❧❛ss✱ ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻✮✱ ✇❤❡r❡ dSF ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✭❚❡✲❣❧❛ss✱ ◆✲❙❋✺✻✮ ♦r ❡✈❡♥
❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✭t❤✐❝❦ ❩♥❙✱ ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ ●❲✴❝♠2✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ IG ❛t
t❤❡ r❡❛r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❈▼P❆✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞❡❡♣
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s tD ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ❛t tD ≈ 0✳
✻✳✺✳✷ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✭r❡❢❡r✐♥❣ t♦ P❆ ❛♥❞ ❚❆✮ ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ IG✳ ❋♦r t❤✐❝❦ ❩♥❙✱ ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s
❛❜♦✉t ✻✵ ✪✱ ✼✺ ✪ ❛♥❞ ✹✵ ✪ ✇✐t❤✐♥ ✶✵✵ ●❲✴❝♠2✱ ✺✸✵ ●❲✴❝♠2 ❛♥❞ ✻✼✵ ●❲✴❝♠2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ◆✲❙❋✺✻ ❛♥❞ ❚❡✲❣❧❛ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❜♦✉t
✶✺ ✪ ❛♥❞ ✹✵ ✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦ P❆ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❩♥❙✳
❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❛t tD = 0 ❢s✮ ✇❛s ✜tt❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❈▼P❆ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣❤♦t♦✲
❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✭❡qs✳ ✭✸✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶✮✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αk
❜❡✐♥❣ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ✜t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r k = 2 ✭t✇♦✲
♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✿ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❣❛t❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤♦t♦♥✱ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜✮ ❛♥❞ k = 3 ✭t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✿ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❣❛t❡ ♣❤♦t♦♥s
❛♥❞ ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤♦t♦♥✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜✮✳ ❋♦r ◆✲❙❋✺✻ ❛♥❞ ❚❡✲❣❧❛ss t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣✮ ✇❛s
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ✜tt✐♥❣ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s
✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜✮✳ ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥❡✐t❤❡r tr❛♥s✐❡♥t ♥♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❆▲✲❣❧❛ss
❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r α3 ✭♣✉r❡ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✱ ♥♦ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣✮
✻✳✺ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ✺✾
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ✺ ✪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡
♦❢ t❤❡ P❙❙ ✭✜❣✳ ✻✳✶✷❛✮ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✭IG = 750 ●❲✴❝♠2✮✳
❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✺✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✹✿ ❛✮ ❙❡❧❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s dSF (IG) ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❑❡rr ♠❛t❡r✐❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✸✳✷✻✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s❀
❜✮ s②♠❜♦❧s✿ tr❛♥s✐❡♥t ✭✜❧❧❡❞✮ ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✭❡♠♣t②✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❩♥❙ ✭♣✐♥❦✮✱ ❚❡✲❣❧❛ss
✭♣✉r♣❧❡✮✱ ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡s ✭❝❢✳ t❡①t✮ ❢♦r t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✭s♦❧✐❞✮✱
t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧✱ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✐♥ ❩♥❙✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ❞❛t❛ ❛❣r❡❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥
❈▼P❆✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❩♥❙ ✭EGap ≈ 3.4 ❡❱✱
t❛❜✳ ✻✳✹✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❜❡ ❜❡❛♠s ✭Eph,S + Eph,G = 3.89 ❡❱✮✳ ❋♦r ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ ❜♦t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s s❡❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆
❛♣♣❡❛rs t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❚❡✲❣❧❛ss✱
t❤❡ ✜tt❡❞ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ s❡❡♠s ♦♥❧② ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s IG <
400 ●❲✴❝♠2✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❣❛♣s E●❛♣ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❩♥❙ ✭t❛❜✳ ✻✳✹✮✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❚❡✲
❣❧❛ss ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ ✐s ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❩♥❙ ✭✜❣✳ ✻✳✸❛✮✳ ❆ ❧❛r❣❡r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❯r❜❛❝❤ st❛t❡s ✭s❡❝t✳ ✻✳✷✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❛t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❩♥❙ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
s❡❝t✳ ✻✳✷✳✷ t❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ α = 60 ❝♠−1✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r✱ ❡✈❡♥ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s ✭✸✳✽✾ ❡❱✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦
♣❛rts✿ ❆ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✐♥t♦ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ st❛t❡s ❛♥❞ ❛ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✐♥t♦
t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼P❆ ♦r✐❣✐♥
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❚❤❡ E●❛♣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡♥❡r❣②
❢♦r t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✭Eph,S + 2 × Eph,G = 5.44 ❡❱✱ ✜❣✳ ✻✳✸❛ ❛♥❞ t❛❜✳ ✻✳✹✮✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❯r❜❛❝❤ st❛t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✺✳✹✹ ❡❱ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ✭α < 30 ❝♠−1✮✱
♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t t✇♦✲ ♦r t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ηmax = 70 ✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ r❛❞✐✐ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ wS/wG = 0.5 ✭s❡❝ts✳ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✺✳✶✮✳
✻✳✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✻✵
❚❛❜✳ ✻✳✺✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❈▼P❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t✇♦✲ ✭α2✮ ❛♥❞ t❤r❡❡✲ ✭α3✮ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
▼❛t❡r✐❛❧ α2 α3
❬10−3 ❝♠✴●❲❪ ❬10−5 ❝♠3✴●❲2❪
❩♥❙ 160± 20 (400)
❚❡✲❣❧❛ss 20± 2 9.5± 0.9
◆✲❙❋✺✻ 7± 1 2.1± 0.2
❙❆▲✲❣❧❛ss − < 0.1
✻✳✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❙❆▲ ❣❧❛ss ✇✐t❤
❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ▲❛2❖3 ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❖❑● ❛t
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s 500 ●❲✴❝♠2 < IG < 1000 ●❲✴❝♠2✳ ■♥ t❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡
❙❆▲✲❣❧❛ss❡s s❤♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s η♠❛① = 70 ✪ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛②
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ♦♥❧②✳ ❆ ❧❛r❣❡ ▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♥2 ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❧♦✇ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s
❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐ts ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ♠♦st❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❙✐❖2✱
❆❧2❖3✮ ❝❛✉s❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ EGap > 5.5 ❡❱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝✲
t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❚❡✲❣❧❛ss❡s✱ ◆✲❙❋✺✻ ♦r ❩♥❙✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❖❑●✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭λS < 550 ♥♠✮✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ s✉❝❤ ❛s ◆❆❉❍✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
IG < 500 ●❲✴❝♠2✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✭◆✲❙❋✺✻✱ ❚❡✲❣❧❛ss ♦r
❩♥❙✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r ❖❑●✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✭❣r♦✉♣✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s✐❣♥❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❜② t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ✧✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t✧ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s✲
❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙t❡❣❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✺✱ ✷✹✸✱ ✷✹✹❪ ✭❡q✳ ✭✻✳✶✶✮✮✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ❋❖▼ ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
●❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ❡✛❡❝t ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❖❑●
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛s ✇❡❧❧
❧✐♠✐t✐♥❣ η✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❋❖▼ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❡q✳ ✭✸✳✷✽✮✮
✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
FOMnew = (1− cos(k0n2IGdeff ))× e−α(IG)deff , ✭✻✳✷✵✮
✇❤❡r❡ deff ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮✳
α(IG) ✐s ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭❡q✳ ✭✸✳✶✵✮✮✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss❡s ♦♥❧② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛ss✐st❡❞ ♠✉❧t✐✲
♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈▼P❆✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✇❡❛❦✳
✻✳✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✻✶
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✻✳✷✵✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡ ✭❡q✳ ✭✸✳✷✽✮✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❜②
t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✶✳✹✮✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❋❖▼ ✐s ♥♦t
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡✇ ❋❖▼new ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ deff ✱ ❡q✳ ✭✻✳✶✹✮✮✳
❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❙❆▲✹✲❣❧❛ss t❤❡ ♥❡✇
✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✺✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♦♥❧② ❈▼P❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✻✳✺ ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
P❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✇❛s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
■♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭✜❣✳ ✻✳✶✸✮ t❤❡ ♥❡✇ ❋❖▼ new
♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❣❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❧♦✇
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❢ ❙❆▲✹ ❛t ❤✐❣❤ IG ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❋❖▼new ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ ❧❛r❣❡r ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❡✣❝✐❡♥❝② η✮ ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s♠❛❧❧ ❋❖▼new ♦❢ ❩♥❙ ✐s ❞✉❡ t♦
✐ts str♦♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❖▼new
❢♦r ❚❡✲❣❧❛ss✱ ◆✲❙❋✺✻✱ ❛♥❞ ❙❆▲✹✲❣❧❛ss ❛t ❧❛r❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❡q✳ ✭✸✳✷✾✮✮ ❛♥❞ ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ t♦
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❈▼P❆✳ ❚❤❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❋❖▼new ♦❢ t❤❡
❙❆▲✹✲ ❛♥❞ ❚❡✲❣❧❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆▲✹✲ ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻✲❣❧❛ss❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❡✣❝✐❡♥❝② r❛t✐♦s ηmax(❙❆▲✹) : ηmax(❚❡✲❣❧❛ss) ❛♥❞ ηmax(❙❆▲✹) : ηmax(◆✲❙❋✺✻) ✭✜❣✳
✻✳✶✸✮ ❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❋❖▼new✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✉s r❛t✐♦ wS/wG ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❋❖▼new✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♠♦✉♥ts t♦ η♠❛① ≈ 100 ✪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ η♠❛① ≈ 70 ✪ ✭❡①❡♠♣❧❛r② ❢♦r
❙❆▲✲❣❧❛ss✮✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✺✿ ❋❖▼new ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② IG t❛❦✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
✇❛❧❦✲♦✛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♠✐t ❞✉❡ t♦ ❈▼P❆ ✭t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ deff ✱ ❡q✳ ✭✻✳✷✵✮✳
❚❤❡ ✜♥✐t❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣♦t r❛❞✐✐ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣✉❧s❡s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ ✭✜❣s✳ ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✶✺✮✳ ❚❤❡ IG ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✻✳✷✵✮
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ ❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
✻✳✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✻✷
❣❛t❡ ♣✉❧s❡✮✳ ❆t ❛♥ ✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ ❣❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧
♦❝❝✉r ❛t ❤✐❣❤❡r IG ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t✐♥❣
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ IG ✈❛❧✉❡s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❝❡♥tr❛❧
❛♥❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❣❛t✐♥❣✳
❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❋❖▼new ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❙❆▲✹ ❣❧❛ss t♦
❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥✲
s✐t✐❡s IG✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ❙❆▲ ❣❧❛ss ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❖❑● ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙❆▲ ✐s s❡✲
❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ d = 1 ♠♠✳ ❚❤✐s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ deff ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✹ ❣❧❛ss ✭t❛❜✳ ✻✳✹✮✳ ❍❡♥❝❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✜❣✳ ✻✳✾❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♥♦t
❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❈❤❛♣t❡r ✼
❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡♠✐tt❡rs
❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ s❡t✉♣ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧②✱ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉♦✲
r♦♣❤♦r❡✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✭❚♦❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♠✐tt❡r ✐s t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❧❛②
❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭❉❚❚✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦✲
r♦♣❤♦r❡s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ tr❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✉♣♦♥ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞
❜② ●r❢❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡② r❡tr✐❡✈❡❞ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s❡❞ s✐♥2
s❤❛♣❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❧✐♠✐ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✐♥2✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞✐s❡♥t❛♥✲
❣❧❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❉❚❚ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱
s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆❢t❡r ❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐tt❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❉❚❚✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❢❛st ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡
✭❈❞❙✮ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ t❤✐♥ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛s ❛ t❤✐♥✱ ❞✐st✐♥❝t ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ t✐♠❡ tr❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ✽✵ µ♠ t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥
❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✶✷✵ µ♠ t❤✐❝❦ ❣❧❛ss ♣❧❛t❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
✼✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡t❤♦❞
■♥ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ zGO ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❛t ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ zGr
!
= 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✉♣♦♥
t❤✐s ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
t0(zO) =
n1
c
zGO +
n2
c
zGO =
2zO
c
, ✭✼✳✶✮
✇✐t❤ n1 ❛♥❞ n2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s λ1 ❛♥❞ λ2 ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t✐♥❣ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ c ✐s t❤❡
✻✸
✼✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡t❤♦❞ ✻✹
❋✐❣✳ ✼✳✶✿ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✿ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ t❤✐♥ ♦❜❥❡❝t✱ s♦❧✐❞
✜❡❧❞✿ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦❜❥❡❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ z✮✱ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ✭❜❧✉❡✮
❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ R ✭r❡❞✮✱ R ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t✱ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤s✿ r❡s✉❧t✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❧❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭❉❚❚✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tD
✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ z = n× zG ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❢r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ zG✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡❛❞s t♦ s✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ✐♥ t✐♠❡✳ ▲❡t R(t) ❜❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ✇❤❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ❛t t✐♠❡ t0 = 0 ✭t❤✉s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ zO = 0✮✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
S(t) =
X
i
aiR(t− t0i), ✭✼✳✷✮
✇✐t❤ ai ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ❧❛②❡r i✳ ❋♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ a(t0) t❤❡ s✉♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ S(t) ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ a(t0(z)) ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ R(t)✿
S(t) =
Z
a(t0)R(t− t0)dt0 = (a⊗R)(t). ✭✼✳✸✮
❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ E(t) ❛♥❞ ❣❛t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞
s✐❣♥❛❧ E ⊗ S✭t✮ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ❖❑● ✇✐t❤ ❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G(t − tD) ✭s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞
IS(r, t) ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✷✽✮ ✐♥ s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ sig(tD) ❞❡t❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❖❑● ✐s
sig(tD) =
 r(tD)z }| {E ⊗G| {z }
sys(tD)
⊗R⊗a
 (tD), ✭✼✳✹✮
❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ●r❢❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖❑● ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ tr❛♥s❢❡rs t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳
●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ③❡r♦ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD = 0 ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢r❡❡❧② ❝❤♦s❡♥✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t zr✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞
✐s ♠♦st❧② s✉✐t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛②❡rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✼✳✷ ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✻✺
t❤❡ ③❡r♦ ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t tD = t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ z ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ sig(tD) ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✳
❚❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ sys(tD) = (E ⊗G)(tD) ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✹✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❚❚✱ ✐❢
t❤❡ ✭●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✇❛s ❣❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✉s sys(tD) ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❋❲❍▼✮ ∆τeff ✳
❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✳✹✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛①✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs ✐s
❞✐st♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r(tD) ✭❡q✳ ✭✼✳✹✮✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t r(tD)
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ a(zO) ❢r♦♠ ❛ ❉❚❚✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
✉♥❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛✐♠ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
✼✳✷ ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ t❤❡ ❉❚❚ ♦❢ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r R(t) ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ✈❡r② ❢❛st ✭R(t) ≈ δ(t)✮✳
❚❤❡ ❉❚❚ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛❝❦ ✭❞❡s✐❣♥✿ ✜❣✳ ✹✳✺❛✮ ②✐❡❧❞s
❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ✭✜❣✳ ✼✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s
❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡st s❛♠♣❧❡ ✭❇❑✼ ✲ ❛❞❤❡s✐✈❡
t❛♣❡ ✭❆❚✮✱ ❆❚ ✲ ❙✐❖2✱ ❙✐❖2 ✲ ❆❚✱ ❆❚ ✲ ❛✐r✱ ✜❣✳ ✹✳✺❛✮✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡ ❋❍❲▼ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷ ✭♦♣t✐❝❛❧
♣❛t❤ z ❛♥❞ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD✮✳ ❚❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❣✐✈❡♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ❚❤✉s t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nG ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐ts
✈❛❧✉❡ ❢♦r ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❬✶✵✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤❛s❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❦♥♦✇♥ ✭♥ ❂ ✶✳✹✽✮ ❬✷✺✷❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s
dC ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ dM ✈❛❧✉❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣❛✉❣❡ ✐♥ t❛❜✳ ✼✳✶✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②
t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ s❧❛❜ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡
❧❛②❡r ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✇✐t❤✐♥
✶✳✺ ✪ ❡rr♦r ❧✐♠✐t✮✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡✱ ✇❤✐❝❤
❛♠♦✉♥ts t♦ ±10 µ♠✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡✱ t❤❡ ✈❛❣✉❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥
t❛❜✳ ✼✳✶ ❜② tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ❜② ±0.1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❣r❡❛t❧② ❞✐✈❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❛t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ②❡t✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✱ t❤❛t t❤✐s ❧❛②❡r ✐s ✐♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣❧❛ss s❧❛❜s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❤❡s✐✈❡
t❛♣❡ ♦r t❤❡ ❣❧✉❡✳ ❆❧s♦ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡
t❛♣❡ ✭♣♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡ s♣❛❝❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❧✉❡✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❤♦t♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧✐❣❤t
❛r♦✉♥❞ ✹✹✵ ♥♠✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ s❡❧❢✲
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✼❪ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✇❛s s❤♦✇♥
❛❧r❡❛❞② ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ✭✜❣✳ ✺✳✻❜✮✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❋❲❍▼ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ δt = 150fs ✉♣
t♦ δt = 270fs✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ δt ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❑❡rr ❣❛t❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✐♥ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❙❆▲✹✲
❣❧❛ss✱ s❡❝t✳ ✻✳✹✮✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡r δt ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✼✳✷ ❆①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✻✻
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ✭t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧✉❡✮ ♦r ♥♦♥✲❜❛❧❧✐st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠✳
❋✐❣✳ ✼✳✷✿ ❛✮ ❙❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ st❛❝❦❡❞ s②st❡♠ ✭❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ✜❣✳ ✹✳✺❛✮✱
❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ●❛✉ss✐❛♥ ✜ts✱ ❜✮ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣❡❛❦s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✭✉♥✐ts ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦ ✇✐❞t❤ δt✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙♣❛rr♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✷✺✸❪✮
❚❛❜✳ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷ ∆t ❛♥❞ ∆z✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nG✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss dC ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❣❛✉❣❡ dM ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r
∆t ❬❢s❪ ∆z ❬µ♠❪ nG ✭✹✹✵ ♥♠✮ dC ❬µ♠❪ dM ❬µ♠❪
460± 15 70± 2 1.48± 0.1 47± 3 80 t❛♣❡
6900± 15 1036± 2 1.500 691± 1 700 ❙✐❖2
860± 15 130± 2 1.48± 0.1 87± 5 80 t❛♣❡
❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❡❛❦s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r ♦♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❆❚✲❙✐❖2 ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❆❚✲❇❑✼ ❛♥❞ t❤❡ ❆❚✲❛✐r
✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮ ✐♥ ❣❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❛♠♦✉♥ts
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ◆ ❂ ✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ✭✜❣✳ ✼✳✷✱ 800 ❢s < ∆t < 7000 ❢s✮✳
❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆tmin = c/2∆zmin ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠✳ ■t s❡❡♠s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❡❛❦s ❝❛♥
st✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧❙♣❛rr♦✇✧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆tmin = δt/(
√
2ln2) ❢♦r
●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ t❤❡ ∆tmin ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✜❣✳ ✼✳✷❜✳ ❚❤✉s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✇♦
s❡♣❛r❛t❡ ❧❛②❡rs ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆tmin ≈ δt = 150 ❢s b= ✷✷ µ♠✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤
t✇♦ ♣❡❛❦s st✐❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✇❡❧❧ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✱ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ∆∆z = ±2 µ♠✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♣❡r ♣❡❛❦ ✇❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t t✇♦ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♣❡❛❦s✳
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✻✼
❋✐❣✳ ✼✳✸✿ ❙♣❡❝tr❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♣♦♥ ❢❡♠t♦❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✭λex = 440 ♥♠ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ F
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs
s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡
❲❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐tt❡rs t❤❛t s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ✭s✉❝❤ ❛s ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s✮ t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ❛①✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs ✭❡q✳ ✭✼✳✸✮✮
✈❡r② t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✳ ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠
s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❡st s❛♠♣❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣♦ss❡ss ❛ str♦♥❣
❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛s ✈❡r② t❤✐♥ ❧❛②❡rs ✭♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥♠✮✳ ■ts
❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❡s ❛r♦✉♥❞ λem = 510 ♥♠ ❬✷✺✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❢r♦♠ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ◆❆❉❍ ✭❬✶✹✱ ✾✾❪✮✳
✼✳✸✳✶ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❛②❡r
❆♣♣❡♥❞✐① ● ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❣r♦✇♥
♦♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✧■♥st✐t✉t ❢r ❋❡st❦r♣❡r♣❤②s✐❦✧ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ❏❡♥❛ ❬✷✺✺❪✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✹✹✵ ♥♠ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✜❣✳ ✼✳✸✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ F = 0.33 ♠❏✴❝♠2 t♦ F = 3.5
♠❏✴❝♠2✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡
✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❛t tD = 180 ❢s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τeff ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ sys(t)✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✹✹✵ ♥♠ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜✲
str❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ∆τeff ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✻✽
❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦rt❡r ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✭λex ≈ 440 ♥♠
< λem ≈ 530 ♥♠✱ s✉❜s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷✮✳
❆t ❧❛r❣❡ ✢✉❡♥❝❡s ❛❜♦✈❡ F > 1.6 ♠❏✴❝♠2 t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡
st❛rts ✇✐t❤✐♥ ✺✵✵ ❢s ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t s♠❛❧❧❡r ✢✉❡♥❝❡s t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ✉♣ t♦ tD = 2.5 ♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✢✉❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ F = 0.33 ♠❏✴❝♠2✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥s❡t ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥
✜❣✳ ✼✳✹❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡✱ t❤❡ r✐s❡✲ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡✳
❇❡s✐❞❡s ❛ ❢❛st ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λem ✭✜❣✳ ✼✳✹❜✮✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t
❛r♦✉♥❞ λem = 500 ♥♠ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✺✵✵ ❢s ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
✐s s❧♦✇❡r✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ F = 3.5 ♠❏✴❝♠2✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❛t λem = 525 ♥♠ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ♣s ❛❢t❡r t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆t λem =
500 ♥♠ ❛♥❞ λem = 511 ♥♠ ✐t s❤♦✇s ❛ ❜✐❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢
τF,1 = 240 ± 10 ❛♥❞ τF,2 = 10000 ± 2000 ❢s ✭✺✵✵ ♥♠✮ ❛♥❞ τF,1 = 700 ± 20 ❛♥❞
τF,2 = 4900 ± 400 ❢s ✭✺✶✶ ♥♠✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❛t λem = 525 ♥♠ ✐s s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱
s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ τF = 1450± 20 ❢s✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
λc ✭✜❣✳ ✼✳✹❝✮✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❜❧✉❡ s❤✐❢t❡❞ ❢♦r s❤♦rt t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✭tD < 1000
❢s✮ ❛♥❞ r❡❞ s❤✐❢t❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✭tD > 1000 ❢s✮✳ ❋♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s
tD > 16000 ❢s λc str✐✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✳
❋✐❣✳ ✼✳✹✿ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ✭tD✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ ❜✮ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
✭F = 3.5 ♠❏✴❝♠2✮✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❣❛t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧✮✱ ❝✮ s♣❡❝tr❛❧
❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✭❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✮✱
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ✭❧❛r❣❡ tD ✈❛❧✉❡s✮
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✻✾
✼✳✸✳✷ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❈❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞✐r❡❝t ■■✲❱■ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❬✾✺✱ ✷✺✻✕
✷✻✵❪✳ ❆t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✇❛s
r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ EGap = 2.4 ❡❱ ❬✷✻✶✕✷✻✹❪✳ ■ts ❡♠✐ss✐♦♥ ✉♣♦♥ ♣❤♦t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡①❝✐t♦♥s ✭❲❛♥♥✐❡r✲▼♦tt t②♣❡ ❬✷✻✺❪✮ ❬✷✺✽✱
✷✺✾✱ ✷✻✻✱ ✷✻✼❪✳ ❆t ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡①❝✐t♦♥s ❝❛♥
r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❬✷✻✽✕✷✼✵❪✳ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❈❞❙
♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✐s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♣s ❬✷✻✸✱ ✷✼✵❪✳ ❆t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ µ❏✴❝♠2 ❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
❡♠✐ss✐♦♥ ✭❆❙❊✱ s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✶✳✻✮ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❙❊ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡♠✐s✲
s✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ t♦ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♣s ❬✷✺✹✱ ✷✼✵❪✳ ❋♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ❛❜♦✈❡
F > 100 µ❏✴❝♠2 ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❛s✐♥❣ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✹✻✱ ✷✺✺✱ ✷✻✻✱ ✷✻✼❪✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡
♦❢ τF < 10 ♣s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐s✲
s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❬✷✻✾✱ ✷✼✶❪✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s✱ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✭❈❇✮
❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✭❱❇✮ ❛❢t❡r ♣❤♦t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧✐③❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡✲
❧❛t❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τr ✭s✉❜s❡❝t✳ ✸✳✶✳✻✮✳ ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts
t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥✮ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■ts ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡❧♦✇
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❆❙❊✱
❧❛s✐♥❣✮ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✢✉❡♥❝❡ ❧❛s✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♣r♦✲
❝❡ss✳ ❙✐♥❣❧❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❛s✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② s❤❛r♣ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❋❛❜r②✲P❡r♦t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s
❧❛s✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❬✷✺✺❪✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤ ❞✉❡
t♦ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❋❛❜r②✲P❡r♦t✲
r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦r r❛♥❞♦♠ ❧❛s✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❜r♦❛❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✷✼✷✱ ✷✼✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❢❛st✮ ❧❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✭s❧♦✇❡r✮ ❆❙❊✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜✐❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞❡❝❛②✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s♣❡❝tr❛❧ s❤✐❢t ❛t
❧❛r❣❡ ✢✉❡♥❝❡s ✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ✭✜❣✳ ✼✳✹✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ s❤✐❢t ❛t s❤♦rt ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❇✉rst❡✐♥✲▼♦ss ❡✛❡❝t ✭❇▼❊✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜❛♥❞✲✜❧❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❬✷✻✷✱
✷✼✹✕✷✼✾❪✮✳ ❆t ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡ ✢✉❡♥❝❡s✮✱ t❤❡ ❈❇
❛♥❞ t❤❡ ❱❇ ✜❧❧ ✉♣ ✭t❤❡ ❈❇ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❱❇ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s✮✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❝❛rr✐❡r
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭st✐♠✉❧❛t❡❞ ♦r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②✮ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ EGap✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❇ ❛♥❞ t❤❡ ❱❇✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✭❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❇●❘✮
❬✾✹✱ ✶✻✵✱ ✷✻✷✱ ✷✻✾❪✳ ❆❜♦✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛t ❧♦✇❡r ❡♥✲
❡r❣✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❛ r❡❞ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❋♦r ❇●❘
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❤♦❧❡s✮ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧❛① t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭t♦♣✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✭✈❛❧❡♥❝❡✮
❜❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❇▼❊✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❇●❘ ❝♦✉♥t❡r❛❝ts ❇▼❊✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜❧✉❡ s❤✐❢t ❛t s❤♦rt ❞❡❧❛② t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡❞ s❤✐❢t ❛t ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s✳ ❆t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡s✱ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✵
❋✐❣✳ ✼✳✺✿ Pr♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡① s♣❡❝tr❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s
✭❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✮✿ ❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❤♦❧❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✭✈❛❧❡♥❝❡✮ ❜❛♥❞
✭❈❇✱ ❱❇✮ ✉♣♦♥ ♣❤♦t♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❜✮ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✭❊❍P✮ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ✭❊❳❈✮
❛❢t❡r t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ ❇✉rst❡✐♥✲▼♦ss ❡✛❡❝t ✭❇▼❊✮✱ ❝✮ ❤✉❣❡ ❡①❝✐t♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛✉s❡s ❜❛♥❞
❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❇●❘✮✱ ❞✮ ❛❧♠♦st r❡❧❛①❡❞ s②st❡♠ ✭♥♦ ❇▼ ❛♥❞ ♥♦ ❇●❘ ❡✛❡❝ts✮
✐♥ t❤❡ ❈❇ ✭❱❇✮ ❤❛s r❡❞✉❝❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❇ ✭❱❇✮ ✐s ❛t ❤✐❣❤❡r
✭❧♦✇❡r✮ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❡q✉❛❧s t❤❛t ♦❢
s♠❛❧❧ ✢✉❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✺✳
✼✳✸✳✸ ❊♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ st❛❝❦❡❞ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ s②st❡♠
❋✐❣✳ ✼✳✻✿ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❈❞❙ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭❢r♦♥t
❛♥❞ ❜❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✶✵✵ µm t❤✐❝❦ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✮ ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭λex = ✹✹✵ ♥♠✱ ✈❛r✐❛❜❧❡
✢✉❡♥❝❡✮✱ s✐❣♥❛❧ ❛r♦✉♥❞ tD = 0 ❢s ❛♥❞ tD = 1000 ❢s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❝❢✳ t❡①t✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖❑● s❡t✉♣ ❢♦r ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
t❤✐♥ ❧❛②❡r s②st❡♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♠♣r✐♥t ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ✶✵✵ µm t❤✐❝❦
❣❧❛ss s❧❛❜ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✻✳✸✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✶
s✐❣♥❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✻✳ ❆t ❞❡❧❛② t✐♠❡s ❛r♦✉♥❞ tD = 0 ❢s ❛♥❞ tD = 1000 ❢s✱
❛ str♦♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ r❡s✐❞✉❛❧ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✭s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ♦r t❤❡ ❈❞❙
♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✻✱ ❞❛r❦ ❜❛rs✮✳ ■♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✉❝❤ r❡s✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❛s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r✐♥ts✳
❋♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✢✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s♣❡❝tr♦ ✲
t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡✮ ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t ✈❛r✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✸✵✵ ❢s ❛t 2.2 ♠❏✴❝♠2 ❛♥❞ ✶✵✵✵ ❢s ❛t 0.61 ♠❏✴❝♠2✳ ❆t ❞❡❧❛② t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥
tD = 1500 ❢s ❛♥❞ tD = 2500 ❢s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❤♦rt ❞❡❧❛② t✐♠❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧
✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛r ❈❞❙ ❧❛②❡r✳
❋✐❣✳ ✼✳✼✿ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ r❡❞✿ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ ❜❧❛❝❦✿ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✭F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮✱ ❜✮ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
t✐♠❡s τr ✭∆τeff = 100 ❢s✱ τF = 5 ♣s✮✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✼✳✺✮✱ ✐♥s❡t✿
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τfit ❛♥❞ τr
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡✈❡❛❧s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r s②st❡♠s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✼❛ ❢♦r F = 2.2 ♠❏✴❝♠2
✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❉❚❚✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❡♠✐ss✐♦♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r s✐❣♥❛❧
✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st ✭✇✐t❤✐♥ ✶✵✵ ❢s✮✳ ■ts ♦♥s❡t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ❧♦♥❣❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵ ❢s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t
❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❡♠✐ss✐♦♥✿ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱
♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st✐♠✉❧❛t❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇✐r❡s✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣
t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇✐r❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣r✐♥ts ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r❛♥❞♦♠ ❧❛s✐♥❣ ❛s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
✭s✉❜s❡❝t✳ ✼✳✸✳✷✮ ✇✐❧❧ ❜❡ str♦♥❣❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✷
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ❢♦r ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐t ✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r s✐❣♥❛❧ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❛t ❞❡❧❛② t✐♠❡s tD = 0 ❢s ❛♥❞
tD ≈ 1000 ❢s ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ r❡❛r s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✳ ❚❤❡✐r
❝❡♥t❡rs ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② δt = 1050 ± 5 ❢s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ δzG = 105 ± 0.5 µ♠
✉s✐♥❣ ❡q✳ ✭✼✳✶✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♦❢ n = 1.5✳ ❚❤✉s t❤❡ δzG
✲ ✈❛❧✉❡ ❛❣r❡❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞
t♦ ❜❡ d = 100 ± 10µ♠✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
δt = 1150± 50fs ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✺✵ ✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❧♦♣❡✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✳ ✼✳✸✳✺✳
✼✳✸✳✹ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
❡♠✐ss✐♦♥ ✭❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ❚❤❡ t❡♠♣♦✲
r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❈❞❙ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ✭R(t) ✐♥ ❡q✳✭✼✳✹✮✮ ♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s
✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✻✮
✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ τr ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥✲
s❡t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✶✮ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t0 ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✻✮✳ ❋♦r s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜t
♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ st❛② ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠
❢✉♥❝t✐♦♥ sys(t) ✐s ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF
✐♥ ❡q✳✭✸✳✶✻✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✿
y = a
(
1− e−(t−t0,fit)/τfit , ✭✼✳✺✮
✇❤❡r❡ τfit✱ a ❛♥❞ t0,fit ❛r❡ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡
♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥ ✜tt✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭✜❣✳ ✼✳✼❜✮✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤
❛ ✜♥✐t❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF = 5000 ❢s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ s②st❡♠
❢✉♥❝t✐♦♥ sys(t) ✭❋❲❍▼✿ ∆τeff = 100 ❢s✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥ts τr✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τr ❛♥❞ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r τfit t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ✭✐♥s❡t ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✼❜✮✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t0,fit ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✉♣♦♥ t❤❡
❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ■❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ zO ✐t
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ t0(zO) ✭s❡❝t✳ ✼✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t t0
✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✶✮✿
t0,fit ≈ t0(zO) + t0. ✭✼✳✻✮
■t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ❤♦✇ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r t0,fit ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭τr ❛♥❞ τF ✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭∆τeff ✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ❞❛t❛ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t0,fit ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ zO = 0 µ♠ ❛♥❞ ❛
❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛② t0 = 0 ❢s ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t0,fit = 0 ❢s ✐s ❛
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✸
s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✽✳ ❋✐❣ ✼✳✽❛ s❤♦✇s
t❤❡ ✜t r❡s✉❧ts ♦❢ t0,fit ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❛♥❣❡ ✭s✐❣♥❛❧ r✐s❡ ❢r♦♠ ✶✵ ✪ t♦
✾✵ ✪ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✷✵ ✪ t♦ ✽✵ ✪ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✸✵ ✪ t♦ ✼✵ ✪ ✭❜❧✉❡✮✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✉s✐♥❣ ❛
s♠❛❧❧❡r r❛♥❣❡ ❧❡❛❞s t♦ s♠❛❧❧❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ❤♦✇❡✈❡r✱
✜tt✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r r❛♥❣❡ ❝❛✉s❡s ❧❛r❣❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡s τF ✭✜❣✳ ✼✳✽❜✮✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ τr✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t0,fit ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τeff ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❛t ❝❛✉s❡❞ ❜② τF ♦r t❤❡ ❞❛t❛ r❛♥❣❡ ✭✜❣✳ ✼✳✽❝✮✳ ■t ❤♦✇❡✈❡r st❛②s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡
∆τeff ✱ ❤❡♥❝❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ τr
✈❛❧✉❡s✳
❋✐❣✳ ✼✳✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛✮ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✼❜✮✱ ❜✮ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ∆τeff ❛♥❞ ❝✮ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆τeff ♦♥t♦
t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r t0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t τr✳
P❛r❛❧❧❡❧s t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❋♦r ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs ✉♣♦♥ ❢s
❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉❚❚ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ ❧❛t❡r❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭s❡❝t✳ ✼✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❙♣❛rr♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❆ s❧♦✇ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R(t) ✭❡q✳✭✼✳✹✮✮ ♠❛r❦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥
❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ∆t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡
❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ τr✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥ t❤❛t r❛♥❣❡ ♦r ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r✳
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② ❢❛st ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛♥❞ ✈❡r② s❧♦✇ r❡s♣♦♥s❡ ✭τr → 0
❢s ❛♥❞ τF →∞✮ s❤♦✇s t❤❛t R(t) ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ st❡♣
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r R(t) ✐♥t♦ ❡q✳ ✭✼✳✹✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❚❚ s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳
❋♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭❡q✳
✭✼✳✺✮✮ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✈♦❧✈❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✭●❛✉ss✐❛♥✮ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ sys(tD)✳ ❆ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚ ✭t✐♠❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ∆τeff ✮ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✳ ✼✳✾❛✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙♣❛rr♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✼✳✷✮ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ ❚✇♦ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ♦♥❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ❉❚❚ s❤♦✇s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✹
❞❡❡♣❡r t❤❛♥ t✇✐❝❡ ✐ts ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ 2N = 2/SNR✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✾❛✳ ❚❤❡
❧✐♠✐t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ♦♥t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✷✽✵❪✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τr✱ 1/SNR ❛♥❞ ∆tmin ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✾❜✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②
t❤❛t ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✭1/SNR < 0.05✮ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤
❛✛❡❝t❡❞ ❜② τr✳
■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ r(tD) = (sys ⊗ R)(tD) ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠
❧❛t❡r❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❦♥♦✇♥ ❛s ✧♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✧✮ ✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳
❋✐❣✳ ✼✳✾✿ ❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚ ♦❢ ❛ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ✭τr/∆τeff = 10✮✳ ❜✮
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡ ✭✶✴❙◆❘✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ τr ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t0
❉❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❡✈❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡ ♣r♦♣❡r ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
♠✉t✉❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋❲❍▼ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ♦❢ ∆ωFWHM = 8 ln 2/∆τeff = 3.0× 10−2 ❢s−1 ✭∆τeff = 180 ❢s✮ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞
❛t ω0 = 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωg,sys✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♥♦✐s❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳
❊✛❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✲
✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωg ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
∆ωFWHM ✱ ❛s t♦♦ s♠❛❧❧ ωg ✈❛❧✉❡s ❝❛✉s❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛ s❧♦✇
♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ R(t) ❛❝ts ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωg ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ∆ωFWHM ✳ ❋♦r ❛ s♠❛❧❧❡r
❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ R(t) ωg ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♥♦t ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✭❢❛st r❡s♣♦♥s❡✮✱ ∆ωFWHM ❧✐♠✐ts t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❚❚ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r s②st❡♠ ❛t ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵❛ s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❉❚❚ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❛t s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡rs ✭❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ωg✱ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡❞✮✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✵❜✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢
3000 ❢s < ∆t < 4500 ❢s ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ❛s ❛
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✺
❋✐❣✳ ✼✳✶✵✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥t♦ s✐❣♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❛✮ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❈❞❙
❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✭❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✱ F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮✱ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡rs ✭❝✉t✲♦✛
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωg✮✳ ❜✮ r❡❧❛t❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❝✮ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❙◆❘ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ωg✱ r❡❞ ❧✐♥❡✿ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜t✱ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ❧✐♠✐ts ♦❢
t❤❡ ❙◆❘ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❙◆❘ ❃ ✷✮ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡s✿ ❙◆❘ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ωg ✈❛❧✉❡s✮
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωg ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✵❝✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙◆❘ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱
t❤❡ ❙◆❘ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ωg ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞✱
s✐♥❝❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ③❡r♦ ♥♦✐s❡ ✭❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s s♠♦♦t❤❡❞✮
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❙◆❘ t♦ ❧✐♠✐t ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ■❢ ωg ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ✐♥✜♥✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❛t ❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❘ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳
❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙◆❘ ❂ ✷ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡ t✇♦
♠❛①✐♠❛ ✭s❡❝t✳ ✼✳✷✮ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ωg✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ t❤✐s
❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝✉t✲♦✛✲❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ωg = 6.5 × 10−2 ❢s−1✳ ■ts ♠✐♥✐♠✉♠
✈❛❧✉❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ωg = 1.5 ωFWHM,sys = 5.5× 10−2 ❢s−1 ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛ SNR = 2.4 ✭✜❣✳ ✼✳✶✵❝✮✳ ❙♠❛❧❧❡r ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥❛❧
❞✐st♦rt✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✉♣♦♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ωg ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✜❣s✳ ✼✳✶✵❛ ❛♥❞ ❜✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡r❡❛s
t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❞❛t❛ ✜t t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✇❡❧❧ ❢♦r ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωg,1 ❛♥❞ ωg,2✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ωg,3 ❝❛✉s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦ ❝❧❡❛r ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωg,3✳ ❖♥❧② t❤❡
ωg,2 s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧ s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✉♠
❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✳
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✻
✼✳✸✳✺ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ st❛❝❦❡❞ ❈❞❙ s②st❡♠
❲❤❡♥ ❛①✐❛❧❧② r❡s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②∆∆z ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆zmin ❛t ✇❤✐❝❤
t✇♦ ❧❛②❡rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
❢♦r♠❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✺✮ t♦ t❤❡
s♠♦♦t❤❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙♣❛rr♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥t♦
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳
❋✐❣✳ ✼✳✶✶✿ ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡s ❛t ❛✮ ✺✵✵ ♥♠ ❜✮ ✺✶✶ ♥♠ ❛♥❞ ❝✮ ✺✷✵ ♥♠ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮✱ r❡❞ ❧✐♥❡s✿ s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤s✿ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ s✿ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛t ✜t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❧❛②❡r✱
∆t0,scat✱ ∆t0,fit ❛♥❞ ∆t0,corr✿ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝❢✳ t❡①t✮
▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
s✐❣♥❛❧s ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭λem,1 = 500 ♥♠✱ λem,2 = 511 ♥♠
❛♥❞ λem,3 = 520 ♥♠✱ ✜❣✳ ✼✳✶✶✮ ❛♠♦♥❣st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣
s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜t ✭✼✳✺✮ ✇❛s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❉❚❚✳ ■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ③❡r♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✐♥
✼✳✶✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ s❝❛tt❡r❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ✇❡r❡ ●❛✉ss✐❛♥
✜tt❡❞ ✭❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜✳
✼✳✷✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥s ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆t = 1060
❢s ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ ∆z = 160 µ♠ ♦r ❛
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✼
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ ∆zG = 106 µ♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s❧❛❜
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✸✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✧❙❛♠♣❧❡ ❞❡s✐❣♥✧✮✳
❘❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ zO ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t0,fit
✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t0(zO) ✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✹✮✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜tt❡❞∆t0,fit
✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭t❛❜✳✼✳✷✮✳ ❇♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦
t0,fit ✭♦❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ t0(zO) ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t t0✮ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ λem✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❧♦♥❣❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ❛t
❧❛r❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s λem ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✛s❡t s ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ r✐s❡ ✭❛t
❞❡❧❛② t✐♠❡ t0,fit,2✱ ✜❣✳ ✼✳✶✶❝✮✳ ❋♦r s > 0 t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜tt❡❞ t0 ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ✐s ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s = 0 ✭t❛❜✳ ✼✳✷✮✳
❚❛❜✳ ✼✳✷✿ ❋✐tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs τfit✱ t0,fit ❛♥❞ a ✭τ ❛♥❞ a ♦❢ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ ♦♥❧②✮ ♦❢ t❤❡ ❉❚❚
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✳✺✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❛②❡r✳ s ✐s t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
s✐❣♥❛❧ ✭❝❢✳ t❡①t✮ ❛♥❞ ∆t0,scat t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦s✳ ❛♥❞ ❧❛②❡r ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳
λ ❬♥♠❪ ✺✵✵ ✺✶✶ ✺✷✵
t0,fit,1 ❬❢s❪ 290± 10 350± 10 370± 10
t0,fit,2 ❬❢s❪ 1470± 5 1470± 5 1400± 10
a2 ❬❛✳✉✳❪ ✲ 0.189± 0.002 0.0618± 0.0005
τfit,2 ❬❢s❪ 55± 5 140± 5 260± 10
s ❬❛✳✉✳❪ ✵ 0.04± 0.01 0.024± 0.003
∆t0,fit = t0,fit,2 − t0,fit,1 ❬❢s❪ 1180± 15 1120± 15 1030± 15
∆t0,scat ❬❢s❪ 1060± 5 1055± 5 1060± 5
∆t0,corr ❬❢s❪ 1160± 15 1170± 10 1180± 15
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♥♦ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t
λem = 511 ♥♠ ❛♥❞ λem = 520 ♥♠✳ ■♥st❡❛❞ ❢♦r ✺✷✵ ♥♠ ❡♠✐ss✐♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s
s❧♦✇❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❡❛❦ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞❛♥t
❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❛t ❞❡❧❛② t✐♠❡s 1000 ❢s < tD < 1400 ❢s✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❣r♦✇t❤
✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ Pr❡s✉♠❛❜❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳
❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❡t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✜tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦♥s❡ts✿
∆t0,corr = t0,fit,2 − t0,fit,1 − τfit,2 ln

1− s
a

✭✼✳✼✮
❚❤❡ ♦✛s❡t s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣r♦✇s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ∆t0,scat✱ ∆t0,fit ❛♥❞ ∆t0,corr ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✶ ❝ ✭λem = 520 ♥♠✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❢♦r ❛❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r ❧❡ss t❤❡♥ 1% ❛♠♦♥❣st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✭t❛❜✳ ✼✳✷✮✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t✳ ■t ✐s
♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♦✛s❡t ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✉♣ t♦ ✷✺ ✪ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮ ❝❛✉s❡s ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧❛②❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡
♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② st✐❧❧ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r t0,fit✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✽
t✇♦ ❧❛②❡rs ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆∆z = ±2 µ♠✳ ■t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs✳
❋✐❣✳ ✼✳✶✷✿ ■♥✈❡rs❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ F ❢♦r ❜❧❛❝❦✿
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❣r❡❡♥✿ ✜rst✱ r❡❞✿ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❢r♦♠ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✐♠♣r✐♥ts✱ r❡❞✲❣r❡❡♥✿
❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ ✐♥s❡t✿ r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥s❡t t✐♠❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ F ✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧❛②❡rs ✭∆t0,scat✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢
t❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡rs ✭∆t0,corr✮ ✐t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ∆t0,corr = 1170± 15 ❢s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∆t0,scat = 1060±5 ❢s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t t0 ❛s ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t0,fit✳ t0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ✵ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✢✉❡♥❝❡s
❛♥❞ t♦✇❛r❞s ✐♥✜♥✐t② ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✢✉❡♥❝❡s ✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✶✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❡①❝✐t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r ♦r ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t0,fit,2 ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r ❞❡❧❛② t✐♠❡s
tD✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡rs✱ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✇r♦♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F ❛♥❞ t0 ✐s
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♦♥s❡t t✐♠❡ 1/t0,fit ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡
❧❛②❡r ✭❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭✐♠♣r✐♥ts✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✷ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✭❜❧❛❝❦✿ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❣r❡❡♥✿ s✐❣♥❛❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐♠♣r✐♥t✱ r❡❞✿ s✐❣♥❛❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♠♣r✐♥t✮✳ ❋r♦♠ ✈❛❧✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✭t0,fit,2✮ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✭1060±✺ ❢s✮ ✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss s❧❛❜✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F ❛♥❞
1/t0,fit ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ✭❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭✐♠♣r✐♥t✮ ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝ts
✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✸✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r ✐♠♣r✐♥t t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ❛♠♦✉♥ts t♦ ξ = t0,fit,2/t0,fit,1 = 67✪ ✭✐♥s❡t ❛♥❞ r❡❞✲❣r❡❡♥ s②♠❜♦❧s
✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✷✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ∆F/F = 33
✼✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡
✼✾
✪✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♦❢ ❈❞❙ ♦❢ ♥ ❂ ✷✳✽ ✭❛t λ = 510 ♥♠✮ ❬✷✽✶❪ ❛♥❞ ❛ st❛❝❦❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❜✉❧❦ ❈❞❙
✲ ❣❧❛ss ✭♥ ❂ ✶✳✺✮ ✲ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈❞❙ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡❛♠ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ∆F/F = 31
✪ ✭♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞
♦♥s❡t✳
❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆tmin ❛t
✇❤✐❝❤ t✇♦ t❤✐♥ ❧❛②❡rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ♦♥❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛♥❛✲
❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❉❚❚✳ ❋♦r t✇♦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ✭F = 2.2 ♠❏✴❝♠2 ❛♥❞
F = 1.6 ♠❏✴❝♠2✮ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧s ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✸✳
❋✐❣✳ ✼✳✶✸✿ ❇❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭ωg = 0.06fs−1✮✱ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✿ ❛✮ F = 2.2 ♠❏✴❝♠2 ✱ ❜✮ F = 1.6 ♠❏✴❝♠2✳ ai ❛♥❞ s✿ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ a1 = 1✮
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✹✮ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t
♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② s❤♦✇✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s✳ ❚❤✐s ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ✐♥ t❤❡ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛ ✈❡r②
s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ τr t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❨❡t✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ τr ♦♥t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❋❲❍▼
❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs r❛♥❣❡ ❢r♦♠
δt = 130± 20 ❢s ✭✜rst ❧❛②❡r ❛t F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮ ✉♣ t♦ δt = 200± 30 ❢s ✭s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r
F = 1.6 ♠❏✴❝♠2✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r δt ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r τr ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✳
✼✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ❞✉r❛t✐♦♥
δt = 0.5(δt1 + δt2) ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ N
❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ∆tmin/δt ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛①✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜✳✼✳✸✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ δt ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r s✐❣♥❛❧s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡
✢✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✭∆F/F ≈ 67 ✪✱ ❝❢✳ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ✭s❡❝t✳ ✼✳✸✳✶✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ δt
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✽✵
❚❛❜✳ ✼✳✸✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆tmin ❛♥❞ ∆zmin✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❈❞❙ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡s F ✳ ✭❛✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ❞✉r❛t✐♦♥
δt = 0.5(δt1 + δt2)✱ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ N✮
F ❬♠❏✴❝♠2❪ δt ❬❢s❪ N ❬✪❪ ∆tmin ❬❢s❪ ∆zmin ❬µ♠❪
✶✳✻ 185 25 260 40
✷✳✷ 150 12 170 26
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛t F = 2.2 ♠❏✴❝♠2 ❛♥❞ F = 1.6 ♠❏✴❝♠2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✼✳✸✳✻ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs
❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✸❛ ❛r❡ ❛ s❝❛❧❡
❢♦r t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠♣r✐♥t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✢✉❡♥❝❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✸ ✪✿
Rc =
cCdS[1]
cCdS[2]
≈ (1− 0.33)a1
a2 − s = 0.40, ✭✼✳✽✮
✇❤❡r❡ cCdS[i] ✐s t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r i✱ ai ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ s ✐s t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡rs✬
s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭✜❣✳ ✼✳✶✸❛✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s r♦✉❣❤❧② ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳
❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F ❛♥❞ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛s❡t s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞②✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✱ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✼✳✹✮ ✐s t❤✉s ❛ ❜❡tt❡r t❡st str✉❝t✉r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡✈❡r②
❧❛②❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s
t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛ ❧♦t✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ◆❆❉❍ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛✱ s✐♥❝❡ ✐t
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❝t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡❞ ◆❆❉❍ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥
r❡t✐♥❛ ✐s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♦❢ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✮✳
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✽✶
❘❡tr✐❡✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❉❚❚ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉♠ ✭✼✳✷✮ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✼✳✸✮ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ a(t0(z)) ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ R(t)✳ ■♥ ❛ ✜rst
❛♣♣r♦❛❝❤ ●r❢❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪ r❡tr✐❡✈❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ s✐♥2 ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡
τr t♦ ❜❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❚❚ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸
✭❈✶✺✸✮ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧ ✭s❡❝t✳ ✹✳✻✳✸✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❈✶✺✸ ❡♠✐ss✐♦♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✸✵ ♥♠ ❬✷✽✷❪ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s
✭s❡❝t✳ ✼✳✸✮ ❛♥❞ ◆❆❉❍ ✭❬✶✹✱ ✾✾❪✮✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✉♣♦♥ ❢s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t λex = 440 ♥♠✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆zmin ❢♦r s✉❝✲
❝❡ss❢✉❧❧② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t♦ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❜② ●r❢❡ ❡t ❛❧✳ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ✭t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ τr✮✳
✼✳✹✳✶ ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡
❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈✶✺✸ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
❝✉✈❡tt❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✹ ✭❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s✮✳ ❋r♦♠ ❛ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ❂ ✵ ❢s ✐t st❡❛❞✐❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✺✺ ✪ ♦❢ ✐ts ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1000 ❢s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r 900 ❢s ❛♥❞ r✐s❡s ✉♣ t♦ ✶✵✵ ✪ ✇✐t❤✐♥ ❛♥♦t❤❡r 1000 ❢s ✭❝❢✳
❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❊❛❝❤ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♠✲
♣❛rt♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss s♣❛❝❡r✳
❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n✳ ❋♦r t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥ n ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ✭♥ ❂ ✶✳✸✻✱ ❬✷✽✸❪✮✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛s n ❂ ✶✳✺✳
❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❦❡❡♣s r✐s✐♥❣ ❛t ❞❡❧❛② t✐♠❡s tD ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉✈❡tt❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭t0(d = 80 µ♠✱ n = 1.36✮ = 725 ❢s✮ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡
❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 300 ❢s✳
✼✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τr✱ t❤❡
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦tr❛❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❈✶✺✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② τr ✭s❡❝t✳ ✸✳✶✳✻✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❉❚❚ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ τr ✭r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✹✮✳ ❙♠❛❧❧❡r ♦r ❧❛r❣❡r τr ✈❛❧✉❡s ❝❛✉s❡ ❛ ❢❛st❡r
♦r s❧♦✇❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ tD = 0 ❢s ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❛❢t❡r
✇❤✐❝❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✭✜rst ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛t tD = −250 ❢s✮ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❉❡t❛✐❧s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r τr = 600 ❢s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✻❪ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❜②
❛❜♦✉t ✷✺ ✪ ✇✐❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✽✷
❋✐❣✳ ✼✳✶✹✿ ❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❧✐♥❡✿ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❛❢t❡r ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✮
♦❢ ❈♦✉♠❛r✐♥ ✶✺✸ ✭❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✮ ✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡ ✭λex = 440 ♥♠✮✱ r❡❞
❧✐♥❡s✿ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚ ✭τr = 600 ± 150 ❢s✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s✮✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✿
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✭❣❧❛ss s♣❛❝❡r ❛♥❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❈✶✺✸ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧ ♦r ♠❡t❤❛♥♦❧ ✭τr ≈ 500 ❢s
❬✷✽✹✱ ✷✽✺❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ τr ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ❤❛r❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳
❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❉❚❚ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②✿
Rc =
cC153[1]
cC153[2]
=
a1
a2
✭❛♣♣❡♥❞✐① ❍✮ ✭✼✳✾✮
❝❛♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❜✉✐❧❞✲✉♣s✳ ❱❛r②✐♥❣ Rc ❧❡❛❞s t♦ Rc = 1± 0.2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ♦❢ ✷✵ ✪ ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡✐♥❣ ❛t ✺✺ ✪ ✐♥st❡❛❞ ❛t ✺✵ ✪ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✐❣♥❛❧ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❍✮✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆tmin ❛t ✇❤✐❝❤ t✇♦ t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤✐♥ ❧❛②❡rs s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭s✉❜s❡❝t✳ ✼✳✸✳✹ ♣❛r❛❣r❛♣❤
✧P❛r❛❧❧❡❧s t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✧✮✳ ■t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❢t❡r s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♠♦st ❣r❛♣❤ ♦❢ ✜❣✳ ✼✳✶✹ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ 1/SNR = N = 0.3✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭✜❣✳ ✼✳✾❜✮✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ∆tmin ≈ 5∆τeff = 900
❢s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ∆zmin ≈
130 µ♠ ✭∆zG = 90 ❢s✱ ✐❢ n = 1.5✮✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 30 ✪✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ N ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺ ✭∆tmin = ∆τeff = 180 ❢s✮✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s❤♦rt❡r
❣❛t✐♥❣ t✐♠❡s✳
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✽✸
✼✳✹✳✸ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ a(t0(z)) r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉❚❚ ✭❡q✳ ✭✼✳✸✮✳
❚❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ s✐❣✲
♥❛❧ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❡✐t❤❡r
❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛tr✐① r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✼✳✸✮ ✇❛s s♦❧✈❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✽✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ba(t) ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r 
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ✈❛r✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t
✐ts ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❇♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳
❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ●r❢❡ ❡t ❛❧✳
❬✶✻❪✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✜tt❡❞ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ sin2✲❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✇♦r❦ ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ♠✐❝r♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❞✐❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τr✳ ❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ❧❛②❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❛s t❤✐♥ ❛s ✶✺✵ µ♠ ✭✜❣✳ ✺ ✐♥ ❬✶✻❪✮✳
❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t❡st❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
♠♦❞❡❧❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚ ✭τ simr = 500 ❢s✮✳ ❚❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ s❛t✐s❢②✐♥❣❧② r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ∆τr ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ τ simr ✉♣ t♦
∆τr = ±300 ❢s✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ■✮✳
❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ✭s✉❜s❡❝t✳ ✼✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡✲
tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜t ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣s✳ ✼✳✶✺❛ ❛♥❞ ❜✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤ ✭τr = 600 ❢s✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡
✉♣♣❡r ❣r❛♣❤ ♦❢ ✜❣✳ ✼✳✶✺ s❤♦✇ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ❛❜♦✉t ±300 ❢s ✭✺✵ ✪✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts s❤♦✇s t❤❛t ✐ts ❛❝❝✉r❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♥♦t ❛s ❝r✉❝✐❛❧
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ●r❢❡ ❡t ❛❧✳✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡st r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ■✮✳
❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜❧✉rr❡❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ a(z(tD)) ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✺❜ ✭❛t τr = 600
❢s✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ♦♥t♦ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊✈✐✲
❞❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❣r❡❡s ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❙◆❘✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ ♥♦✐s❡ ❜✉t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ r❡s✉❧t ❬✷✽✼❪✳
✼✳✹ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐❝❦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♠✐tt❡r ❧❛②❡rs ✽✹
❋✐❣✳ ✼✳✶✺✿ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤✿ r❡tr✐❡✈❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❜② ❛✮ ❲✐❡♥❡r
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✮ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭τr = 600 ± 300 ❢s✱ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥✮✱ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦✇ ♣❛ss
✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r(t) ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✹✮✮✱ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤✿ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ r❡❞
❧✐♥❡s✿ r❡tr✐❡✈❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✺❛ ❛♥❞ ❜ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❉❚❚ ✭❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✮
❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛✿ ❲✐❡♥❡r
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✿ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r❡❞✱ s♦❧✐❞✿ τr =
600 ❢s✱ ❞❛s❤❡❞✿ τr = 600±300 ❢s✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❉❚❚
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✜t ✇❡❧❧ ❢♦r ❜♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✜t✱ ❛ ❜❡tt❡r ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡
♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤
❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ✭a1✮
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭a2✮ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣✉❧s❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣❡r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✷ ✪ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❍✮✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♠♦✉♥t t♦ Rc = a1/a2 = 1.14✳
❋♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
Rc ≈ 2✳ ❋♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ Rc =✶✳✷✺ ✪✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
∆tmin✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡s ❢✉r✲
t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ✜rst ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ❚❤✐s
❛♠♦✉♥ts t♦ ∆zmin ≈ 70 µ♠✳ ❚❤✐s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✳
✼✳✹✳✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣r❡❛t❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❙◆❘ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❈❤❛♣t❡r ✽
❙✉♠♠❛r②
▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❡♣
❧❛②❡rs ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✭✧t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t✧ ♠❡t❤♦❞✱ ❚♦❋✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛①✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s ♦♥ t❤❡ ✶✵ µ♠ s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ❢s t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐ts ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❞✐✲
❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡t✐♥❛ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦s❡s tr❡♠❡♥❞♦✉s
❞❡♠❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❝❤❛♣t✳ ✶✮✳
❋♦r s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✭❖❑●✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♠♦st
s✉✐t❛❜❧❡✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥
❣❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✐❣♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❜② s❝❛tt❡r✐♥❣✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❧❛ss❡s
✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❖❑● ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❢♦r ❧♦✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧
❙✐❖2✲❆❧2❖3✲❣❧❛ss❡s ✭❙❆▲✲❣❧❛ss✮ ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❡❧❧✉r✐t❡ ❣❧❛ss✱ ❤❡❛✈② ✢✐♥t ❣❧❛ss
❛♥❞ ♣♦❧② ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❩♥❙ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✬ ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❖❑● ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛ s✉♣❡r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❛t λS = 530 ♥♠ ✉s✐♥❣ ❛
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛t λG = 800 ♥♠✳
❚❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❚❛✉❝ ♣❧♦t✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✷✷✷✱ ✷✷✹❪✳ ❚❤✐s ✇❛s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❙❆▲ ❣❧❛ss
✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✜t ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇♦❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭❇●❖
t❤❡♦r②✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ❛♥❞ n2 ✇❡r❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ▲❛3+
✐♦♥s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭❤②♣❡r✮♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣
♦①②❣❡♥ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥t✳ ❆♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ▲❛2/3❖ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ γmax = 2.2± 0.2× 10−36 ❡s✉✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❖❑● s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss deff ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❣❛t✐♥❣✳
❯s✐♥❣ t❤✐❝❦❡r s❛♠♣❧❡s ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r ❛ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss deff ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳ ■t ❤♦✇❡✈❡r ❛✛❡❝t❡❞
t❤❡ ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s
❜r♦❛❞❡♥❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞
❜② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭❈▼P❆✮✳
✽✺
❈❤❛♣t❡r ✽ ❙✉♠♠❛r② ✽✻
❙❆▲✲❣❧❛ss s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② ηmax > 65✪ ❛t ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② IG,max ≈
650 ●❲✴❝♠2✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ s✉♣❡r✐♦r ❣❛t✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ❣❛t❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s ❢♦✉♥❞
t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ n2
✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❣❛t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❛t ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇❛s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣② ✭EGap > 5.3 ❡❱✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭n2 = 9.1 × 10−7 ●❲✴❝♠2✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡
EGap ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❈▼P❆ ✐♥ t❤❡ ❙❆▲ ❣❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❢♦r ❧❛r❣❡ n2 ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s♠❛❧❧ EGap✮✳
❆ ♥♦✈❡❧ ✧❋✐❣✉r❡ ♦❢ ▼❡r✐t✧ ✭❋❖▼✮ ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤✱ t❤❡ ❖❑● s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛
❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❜② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈▼P❆✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❋❖▼ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❤✐❣❤
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❧♦✇ ❣❛t❡
♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇❡s✐❞❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ st✉❞②✱ ❛ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣
♦♣t✐❝s s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♦✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝
♠✐rr♦rs✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s
❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❖❑● s❡t✉♣ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❝❦❡❞ ❡♠✐tt❡r s②st❡♠s✳
❚❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ t❤❡✐r t❡♠✲
♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❚♦❋ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❆ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♣❛rr♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥
❬✷✺✸❪ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❆
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✭❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡
τr ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ τF ✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤r❡❡ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠s ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡t✲✉♣✿
• ❚❤✐♥ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❢❛st r❡s♣♦♥s❡✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡rs ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ∆zmin = 22 µ♠✳ ■t
✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣✉❧s❡✳
❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❢♦r ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s N > 5 ✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇❡❧❧ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦∆∆z = ±2
µ♠✳ ❚❤✐s ✇❛s r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❤❡♥❝❡ ❧❛r❣❡r
❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤❡♥ ✜tt✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✐❣♥❛❧s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✈❡r②
❝❧♦s❡ ♣❡❛❦s✳
• ❚❤✐♥ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡✿ ❚❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ♦❢
❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❛❝t❡❞ ❛s ❛ t❡st s②st❡♠✳ ❚❤❡✐r str♦♥❣ ❛♥❞
❛♥❞ ❢❛st ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡① s♣❡❝tr❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧②
st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡
♦♥t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ✽ ❙✉♠♠❛r② ✽✼
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛②❡rs ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
✜tt✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣✳ ■t ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ∆∆z = ±2 µ♠✳ ❚❤✐s ✇❛s ❝♦♠♣❛r❛✲
❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣
❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❞❡❡♣❡r ❧❛②❡rs ✇❛s s✉♣❡r♣♦s❡❞ ❜② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ♠♦r❡ s❤❛❧❧♦✇ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❤❛❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥
✜tt✐♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠
∆zmin = 26 µ♠ t♦ ∆zmin = 40 µ♠ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲
✉♣ t✐♠❡✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡❝♦♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❙◆❘
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡s✬ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
• ❚❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡✿ ❆ s♣❛t✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❈♦✉♠❛r✐♥✶✺✸ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥
❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ τF = 5 ♥s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦✲
r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♠♦✉♥t
t♦ τr = 600 ± 150 ❢s✳ ❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤✐❝❦ ❧❛②❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❛♠♦✉♥t t♦ ∆zmin = 130 µ♠ ❛♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♦r ❙◆❘ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
❲✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ τr t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✇❛s ❢❛t❤♦♠❡❞✳ ❆ ❞✐r❡❝t
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❇♦t❤
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ✇♦r❦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ s②st❡♠ ❡✈❡♥ ❛t ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭✉♣ t♦ ✺✵ ✪✮ ♦❢ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇❡❞ s✉♣❡r✐♦r r❡s✉❧ts✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ②❡t✱ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❙✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❣❛t✐♥❣ t✐♠❡✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❛s t❡st s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❖❑● s❡t✉♣ ❞✐❞ ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦♦❢
t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧❡❞ ♥♦✈❡❧ ✐♥s✐❣❤t ✐♥
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤✐s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t
✢✉❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ F = 0.33 ♠❏✴❝♠2 ❛♥❞ F = 3.5 ♠❏✴❝♠2✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞
♦♥s❡t ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ ✐t ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥
♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❧❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s s❤♦✇❡❞ ❛ ❜❧✉❡
s❤✐❢t ♦♥ t❤❡ 0 ♣s −1 ♣s t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛ r❡❞ s❤✐❢t ♦♥ t❤❡ 1 ♣s −10 ♣s t✐♠❡ s❝❛❧❡✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤✐❢ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✳
❚❤❡② ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭r❡❞
s❤✐❢t✮ ❛♥❞ ❜❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❜❧✉❡ s❤✐❢t✮ ✐♥ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✾
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦
❚❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t❡ ✭❖❑●✮ ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r
t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆z = 26
µ♠ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡t✐♥❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❖❑● t♦✇❛r❞s t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✈✐✈♦ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✳
❋♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ❝❛r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ t❤❡ ❑❡rr s❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❞❡♠❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛t❡ ✭❝❤❛♣t✳
✶✮✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3✲❣❧❛ss ✭❙❆▲✲❣❧❛ss✮ ♦✛❡rs t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❛✐❧♦r
t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✐❖2 ❛♥❞ ▲❛2❖3 ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦✉♥t❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡✳❣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳
❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❙❆▲✲❣❧❛ss ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧✲
❧❛t♦rs ❢♦r ❣❛t✐♥❣ ❛t r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s frep = 5 ▼❍③ ❬✷✽✽❪✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✶✵✵ × ✶✵✵ × ✺✵ ♣✐①❡❧s ✭✶✵✵✵ ❛✈❡r❛❣❡s ♣❡r ♣✐①❡❧✮ ✇♦✉❧❞
♦♥❧② t❛❦❡ ✶✵✵ s✳ ❚❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ✐♥ ✈✐✈♦ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳
❯t✐❧✐③✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t❤❛t ✇♦r❦
❛t frep = 80 ▼❍③ ❬✷✽✾❪ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❍✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❢s ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡q✉✐r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠s ❞♦✇♥ t♦ s♣♦t r❛❞✐✐ ♦❢ w0 ≈ 30 µ♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❤✐❜✐ts
❡✣❝✐❡♥t ❣❛t✐♥❣ ♦❢ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣② ❛t ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ NA < 0.1✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡❧❢✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙■❋▼✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❚♦❋ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❙◆❘ s❤♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙■❋▼✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✿
• ❘❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠✿ ❋✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t✲
✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✭r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡
frep >> 1 ▼❍③✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡❞ s②st❡♠s ✭frep = 1 ❦❍③✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳
• ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❤✐❣❤ ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥
r❛t❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❜♦t❤✱ t❤❡
✽✽
❈❤❛♣t❡r ✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✽✾
❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s✳ ❆ ❙◆❘ ✉♣ t♦ 105 ✇❛s s❤♦✇♥
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❬✷✾✵❪✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❣❤t ❧❡❛❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✈❡r② ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t r❡❛❝❤
❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ 20 ♣s ❛♥❞ st✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣
❬✶✼✱ ✷✽❪✳
• ■♠♣r♦✈❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣✿ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞ t♦
♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❡✳❣✳ ❢♦r ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣
♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✷✾✶✱ ✷✾✷❪ ♠❛② ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚♦❋ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦r❞✐♥❣
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳
• ■♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✿ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❣❤t ✇✐t❤✲
♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❡♠♣♦r❛❧ ♦r s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣
♦♥❡ ♠✐rr♦r ❛❜♦✉t ✾✵◦✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ st✐❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛st✐❣♠❛t✐s♠✱ ❤❡♥❝❡
❡♥❛❜❧✐♥❣ t✐❣❤t❡r ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧❛r❣❡r ❣❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✵✶❪✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❙◆❘✱ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡
t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ s❤♦rt❡r
♣✉❧s❡s ✇✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✉❧t✐✲
♠❛t❡❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❖❑● s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦rt❡r
♣✉❧s❡s ✭❛t ❛ ✜①❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝② ✭❡q✳ ✭✻✳✶✹✮✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ s✉❜ ✶✵ ❢s t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✶ ♣s ❜② ♣t②❝❤♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❛s s❤♦✇♥ ❬✷✾✸❪ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✉❧tr❛❢❛st ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❯s✐♥❣ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❛t ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐❞❡❛✳ ❚❤❡r❡❜②
t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛ss✐st❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈▼P❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦
❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✱
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣
t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❛♥❛❧♦❣②✱
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ✐s ♠♦st❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ✐t s❡❡♠s ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦ ❡♠♣❧♦②
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❧✐♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✾✹❪✳
❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✾✵
▲✐st ♦❢ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s
❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❆▼❉ ❆❣❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❛❝✉❧❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❆❙❊ ❆♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥
❇●❘ ❇❛♥❞❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❇●❖ ❚❤❡♦r② ❢r♦♠ ◆✳ ❇♦❧✐♥❣✱ ❆✳ ●❧❛ss✱ ❛♥❞ ❆✳ ❖✇②♦✉♥❣
❇▼❊ ❇✉r♥st❡✐♥✲▼♦ss ❡✛❡❝t
❈❇ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞
❈❞❙ ❈❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡
❈❋▼ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❈▼P❆ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ♠✉❧t✐✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❉❚❚ ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ tr❛❝❡
❊❍P ❊❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❧❛s♠❛
❋❆❉ ❋❧❛✈✐♥ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡
❋❈❆ ❋r❡❡ ❝❛rr✐❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❋▲■▼ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❋▼◆ ❋❧❛✈✐♥ ♠♦♥♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡
❋❖▼ ❋✐❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t
▲■❉❆❘ ▲✐❣❤t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣
◆❆ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡
◆❆❉❍ ❍②❞♦❣❡♥❛t❡❞ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡
❖❆P▼ ❖✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦r
❖❈❚ ❖♣t✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②
❖❑● ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣
❖P❆ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✴ ❛♠♣❧✐✜❡r
P❆ P❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥
P❉ P❤♦t♦ ❞❛r❦❡♥✐♥❣
P■❙ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉❚❚
P❙❙ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❉❚❚
❘■▼ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤
❙❆▲✲●❧❛ss ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ❣❧❛ss
❙❋● ❙✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❙■❋▼ ❙❡❧❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❙◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦
❙❚❘❊❚ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❚❆ ❚r❛♥s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❚❇❘ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✲t♦✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t✐♦
❚❡✲❣❧❛ss ❚❡❧❧✉r✐t❡ ❣❧❛ss
❚♦❋ ❚✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✭♠❡t❤♦❞✮
❱❇ ❱❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞
❱■❙ ❱✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡
❲▲❈ ❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠
❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✾✶
●r❡❡❦ s②♠❜♦❧s
α ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
αk ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭♦r❞❡r k✮
αm ▼♦❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
αPD ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣
αTh ❚❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
γ ❍②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
∆n ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤
∆TP❱ P❡❛❦✲t♦✲❱❛❧❧❡② r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ③✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
∆τcc ❈r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮
∆τeff ❲✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ sys(tD) ✭❋❲❍▼✮
∆τFit ❇r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
∆τG ●❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮
∆τOKG ❖❑● ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮
∆τP P✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮
∆τS ❙✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮
∆ω✱ ∆λ ❙♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮
∆z✱ ∆t ❉✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❡❛❦s ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ s♣❛❝❡✱ ♦r t✐♠❡✮ ❢♦r
❧❛②❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭G ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛t❤✱ min ✐♥❞✐❝❛t❡s
♠✐♥✐♠✉♠✮
δ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜tt❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝✉r✈❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣
δz✱ δt P❡❛❦ ✇✐❞t❤✴❞✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ s♣❛❝❡ ♦r t✐♠❡✮ ❢♦r ❧❛②❡r r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥
η ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② ✭♠❛①✐♠✉♠ ❖❑● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮
ηeff ❊✛❡❝t✐✈❡ s②st❡♠ ❡✣❝✐❡♥❝②
ηF ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ②✐❡❧❞
ηw ❙♣♦t ✇✐❞t❤ r❡❧❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
 ▼♦❧❛r ❞❡❝❛❞✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
λ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
λc ❈❡♥tr♦✐❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λem ❊♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λex ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
νd ❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡r
τF ❊♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡ t✐♠❡
τr ❊♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ✭t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✮
τGVD ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛❧❦✲♦✛ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
τFit ❋✐tt❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡
φNL P❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
χ(i) ❊❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭♦r❞❡r i✮
ωg ❈✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r
❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✾✷
▲❛t✐♥ s②♠❜♦❧s
Ai✱ fAi✱ Bi✱ Ci ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
ai ❙✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❧❛②❡r i ✭∝ ❊♠✐tt❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ❧❛②❡r i✮
a(t0(z)) ❊♠✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
d ▼❛t❡r✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss
deff ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧
dsf ❙❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
E0 P✉❧s❡ ❡♥❡r❣②
E(t) ❊♠✐tt❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
EGap ❇❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣②
EPh P❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②
EU ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣②
F P✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ✢✉❡♥❝❡
f ▲♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✭= (n20 + 2)/3✮
G(t) ●❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
IG ●❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭♣❡❛❦✮ ✐♥t❡♥s✐t②
IS ❙✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
k00 ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥
LD ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
LNL ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
Mm ▼♦❧❛r ♠❛ss
n0✱ n ▲✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
n2 ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❙■ ✉♥✐ts
✭❝♠2✴●❲✮
nF2 ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❣s
✉♥✐ts ✭❡s✉✮
ng ▲✐♥❡❛r ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
N ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
Nm ◆✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
Pcr ❈r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣
R(t) ❚❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡rs
Rc ❊♠✐tt❡r ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs
RF ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
r(tD) ❘❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❂ (E ⊗G⊗R)(tD)✮
r ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡rs
t0 ❖♥s❡t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
t0,fit ❋✐tt❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥s❡t t✐♠❡
tD ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
T ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
Tg ●❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs
SF ✭t✮ P♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
sys(tD) ❙②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❂ (E ⊗G)(tD)✮
Vm ▼♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡
w 1/e2 s♣♦t r❛❞✐✉s
zr ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤
❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✾✸
❋✐❡❧❞s
~E ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
~P P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
~D ❊❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t
0 ❱❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✭≈ 8.854× 10−12 ❆s✴❱♠✮
c ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭= 0.299792458 µ♠✴❢s✮
h¯ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t ✭≈ 6.582× 10−16 ❡❱s✮
NA ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t ✭≈ 6.022× 1023 ♠♦❧−1✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❆
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❖❑● ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
~ES(x, y, t) =
E0√
2
f(x, y)g(t)

e−iφx
e−iφy

+ c.c., ✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ f(x, y) ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✭❧❛t❡r❛❧✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ g(t) t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❚❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
IS(x, y, t) = IS,0IS,r(x, y)IS,t(t) = c0
 ~ES2
t
= 2c0E
2
0f
2(x, y)g2(t), ✭❆✳✷✮
✇✐t❤ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ 0 t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t
IS,r(x, y) = f
2(x, y) ❛♥❞ IS,t = g2(t)
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✭❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✮ ❣❛t❡ ✜❡❧❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠ ✐♥ ❡q✳
✭❆✳✶✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿
e−iφx
e−iφy

=

cosαe−ik0n0ze−iφnl(x,y,t)
sinαe−ik0n0z

, ✭❆✳✸✮
✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ k0 = 2π/λS
✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ✭✐♥ ✈❛❝✉✉♠✮ ❛♥❞ n0 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳
φnl ✐s t❤❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❣❛t❡ ✜❡❧❞ ❛s ❜♦t❤ ✜❡❧❞s tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧✳
❇❡❤✐♥❞ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛ss❡s ❛♥ ❛♥❛❧②③❡r t❤❛t ❜❧♦❝❦s t❤❡ ♥♦♥✲
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✜❡❧❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s r♦t❛t❡❞ ❛❜♦✉t ✾✵◦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t s✐❣♥❛❧✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
~Eout(x, y, t) = Jˆ ~ES
=
E0√
2
f(x, y)g(t)

+cosαeik0d+φnl(x,y,t) − sinαeik0d+φnl(x,y,t)
− cosαeik0d+φnl(x,y,t) + sinαeik0d+φnl(x,y,t)

+ c.c., ✭❆✳✹✮
✇✐t❤ Jˆ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❏♦♥❡s ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r✿
Jˆ =
1
2

1 −1
−1 1

✭❆✳✺✮
✾✹
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✾✺
❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ✜❡❧❞s ♦❢
α = 45◦✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ✐s✿
Iout = c0
 ~Eout2
t
✭❆✳✻✮
= c0E
2
0f
2(x, y)g2(t)(1− cos(φnl(x, y, t))) = IS
2
(1− cos(φnl(x, y, t)))
❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✬s t❡♠♣♦r❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
■❢ t❤❡ ❣❛t❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ✈❛r✐❛❜❧② ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤
t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧❛② ❛s s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tD✳ ❆ ❞❡t❡❝t♦r ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②③❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✭❛ss✉♠✐♥❣ s♣❛t✐❛❧❧② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✮✿
E(tD) = π
+∞Z
−∞
+∞Z
0
IS(r, t)r (1− cosφnl(r, t− tD)) drdt, ✭❆✳✼✮
❆ss✉♠✐♥❣ φnl(r, t− tD) = φnl,r(r)φnl,t(t− tD) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r
●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡s✮ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ cos ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥✿
E(tD) = π
+∞Z
−∞
+∞Z
0
IS(r, t)r
 ∞X
j=1
(−1)j−1φ
2j
nl(r, t− tD)
(2j)!
!
drdt
= π
∞X
j=1
(−1)j−1
(2j)!
IS,0
+∞Z
0
IS,r(r)rφ
2j
nl,r(r)dr
+∞Z
−∞
IS,t(t)φ
2j
nl,t(t)dt ✭❆✳✽✮
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣♦t s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡s✱ φnl,r(r) ❛♥❞
IS,r(r) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
φnl,r(r) = φnl,0e
−2(r/wG)2
IS,r(r) = e
−2(r/wS)2 ,
✇✐t❤ wG ❛♥❞ wS ❜❡✐♥❣ t❤❡ 1/e2 r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭✐♥t❡♥s✐t②✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♥♦ ♣r❡❢❛❝t♦r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r IS,r(r)✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s
❛❧r❡❛❞② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
E(tD) = π
∞X
j=1
(−1)j−1
2j
IS,0
+∞Z
−∞
IS,t(t)φ
2j
nl,t(t)dt
+∞Z
0
re−(4j/w
2
G+2/w
2
S)r
2
dr
= π
∞X
j=1
(−1)j−1
2j
IS,0
+∞Z
−∞
IS,t(t)φ
2j
nl,t(t)dt
w2Gw
2
S
8jw2S + 4w
2
G
✭❆✳✾✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✾✻
❍❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ j = 1 t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠
♦♥❧②✮✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ✇✐❞t❤s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
E(wS, wG) = A w
2
S
1 + 2
w2S
w2G
, ✭❆✳✶✵✮
✇✐t❤ A ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ ❡♥❡r❣② E ✳ ■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ φnl ❛♥❞ IS ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r
●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜❡❛♠s ✭❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ●❛t❡✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✲t♦✲❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✧ r❛t✐♦ ❚❇❘
♦❢ t❤❡ ❖❑● ✐s ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❧② s❤❛♣❡❞ ❣❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② η ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τG ❛s ✇❡❧❧ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥t τF ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ P0S ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✭✜❣✳
❇✳✶✮✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
EF =
Z ∞
0
PSig(t)dt = P0SτF ✭❇✳✶✮
❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧❛r✐③❡r ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿
B = rP0SτF . ✭❇✳✷✮
●❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t✐♠❡ t0 ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿
T (t0) = η
Z t0+∆τG
t0
PSig(t)dt = ητFP0S

e
− t0+∆τG
τF − e−
t0
τF

≈ ηP0S∆τG = ηEF∆τG
τF
.
✭❇✳✸✮
❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭❇✳✸✮ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞
✐ts ♦♥s❡t t✐♠❡✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❚❇❘ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
T
B
=
η∆τG
rτF
. ✭❇✳✹✮
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❚❇❘ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st
❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥s n✿
n =
1.57ηeffFexw
2
0λS∆τG
hcτF
, ✭❇✳✺✮
✇❤❡r❡ Fex ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ηeff t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✭t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✮✱ λS t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ w0 t❤❡ s♣♦t
✾✼
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✾✽
❋✐❣✳ ❇✳✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ❑❡rr ❣❛t❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ h t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t✱ c t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱
∆τG t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ τF t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝❛② t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❢♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t
tmax =
τF τr ln (τF/τr)
τF − τr , ✭❇✳✻✮
✇✐t❤ τr ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ t✐♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿
Tmax = P0,Sη
Z ∞
0
(
e−t/τF − e−t/τr e−2(2√ln 2(t−tmax)/∆τG)2dt ✭❇✳✼✮
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❣❛t❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
nmax =
1.57ηeffFexw
2
0λS
hcτF
√
π∆τG
4
√
2 ln 2
e∆τ2G(1−4τF tmax8ln2/∆τ2G)32 ln 2τ2F
× erf
 
∆τG(16 ln 2
τF tmax
∆τ2G
+ 1)
4
√
2 ln 2τF
+ 1
!
− e
∆τ2G(1−4τrtmax8ln2/∆τ2G)
32 ln 2τ2r
× erf
 
∆τG(16 ln 2
τrtmax
∆τ2G
+ 1)
4
√
2 ln 2τr
+ 1
!#
✭❇✳✽✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ✧❩❡♠❛① ❖♣✲
t✐❝❙t✉❞✐♦✧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ❈✳✶✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s ❡♠✐tt❡❞ ❜②
❛♥ ♦❜❥❡❝t ✭♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✮ ✐♥t♦ ♣❧❛♥❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑❡rr ❣❛t❡✮ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✿ ♦♥❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ✭❋✶✿ x ❂ ✵ µ♠✱ y
❂ ✵ µ♠✮✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡❞ ♦✛✲❛①✐s ✭❋✷✿ x ❂ ✲✽✵ µ♠✱ y ❂ ✵ µ♠✮✱ ✭❋✸✿ x ❂ ✵ µ♠✱ y
❂ ✲✽✵ µ♠✮ ❛♥❞ ✭❋✹✿ x ❂ ✲✽✵ µ♠✱ y ❂ ✲✽✵ µ♠✮✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♠❡❛♥s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ ❢♦❝❛❧
s❤✐❢t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍❡♥❝❡ ❝❛r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑●
♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❋✐❣✳ ❈✳✶✿ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ❋✶ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋✷ ✭r❡❞✮✱ ❋✸ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❋✹
✭②❡❧❧♦✇✮✿ r♦✇s✿ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ✜①❡❞✱ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♠♦✈✐♥❣✱ ❝♦❧✉♠♥s✿ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ♠♦✈✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ✜①❡❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ✐♠❛❣❡ ♦r ♦❜❥❡❝t ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r
✾✾
❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✶✵✵
❋✐❣✳ ❈✳✷✿ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❖P❉ ✭❋✶✱ ✐♥ t❤❡ s❛❣✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✱ NA = 0.2✮ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❖P❉✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ◆❆ ❂ ✵✳✷✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆s
❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❋✶ ✭s❛❣✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ❈✳✷✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❖P❉
✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✺✵ ❢s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❉
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ❜❡❛♠s ♦♥t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ ✇✐t❤ ❛ ✶✴e2 s♣♦t r❛❞✐✉s wG ❛♥❞
❛ FWHM ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τG✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✐❧t❡❞ ❛❜♦✉t ❛♥ ❛♥❣❧❡ α ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✜❣✳ ❉✳✶✮✿
∆τ ∗G = ∆τG cosα +
√
2 ln 2wG
c0
sinα ≈ ∆τG + α
√
2 ln 2wG
c0
, ✭❉✳✶✮
✇❤❡r❡ c0 ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ■❢ α ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
∆τ ∗G ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τG ❛♥❞ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ s♣♦t r❛❞✐✉s
♦❢ wG = 44 µ♠ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣❧❡ α = 2◦✱ ∆τ ∗G ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∆τG + 6 ❢s✳
❋✐❣✳ ❉✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ∆τ∗G
✶✵✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❊
❋✐❣✳ ❊✳✶✿ ❈❈❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣♦ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❛✿
●❛t❡ ❜❡❛♠ ✭λG = 800 ♥♠✮✱ ❜✿ ❛✿ ❙✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ✭λS = 530 ♥♠✮✱ ❝❢✳ ✜❣✳ ✺✳✹ ❢♦r s♣♦t s✐③❡s
✶✵✷
❆♣♣❡♥❞✐① ❋
❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ s✉❜s❡❝t✳ ✻✳✺✳✷ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
▲✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ✭❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞
♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❈▼P❆✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ t❤❛t ♦♥❧② ❡①♣❡r✐✲
❡♥❝❡s s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❡q✳ ✭✸✳✶✶✮✮✿
IS = I0e
−(αPDd+αkIk−1G deff)(1−RP ), ✭❋✳✶✮
✇❤❡r❡ αPD ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG✳ ■t
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣✳ αk ✐s t❤❡ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❈▼P❆✳ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❈▼P❆ ✭k = 2✿
♦♥❡ ❣❛t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ k = 3✿ t✇♦ ❣❛t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤♦t♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❡q✳✭✸✳✶✷✮✮✿
T (tD) =
R∞
−∞
R∞
−∞ IS(t, tD, r)drdt
E0 , ✭❋✳✷✮
✇✐t❤ E0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✳
❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡s ✭❣❛t❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✮ ✇❡r❡ ❛s✲
s✉♠❡❞✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❝♦❧❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜✳ ✺✳✶✳ ■♥ ❝❛s❡
♦❢ ❚❡✲❣❧❛ss ❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻✱ ✇❤❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❡♠♣t② s②♠❜♦❧s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜✮ ✇❛s ✜tt❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
αPD = aI
2
G + bIG + c ✭❋✳✸✮
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭✐♥ s♣❛❝❡
❛♥❞ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ❈▼P❆ ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ ③❡r♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭αk = 0✮✳ a✱ b ❛♥❞ c ✇❡r❡ t❤❡
✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈▼P❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ✭✜❧❧❡❞ s②♠❜♦❧s ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹❜✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ αPD(IG)
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✳ ✭✻✳✶✹✮ ✐♥ s✉❜s❡❝t✳ ✻✳✸✳✷
✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❈▼P❆ ✭❡q✳ ✭❋✳✶✮✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ T (tD) ✇❛s ❛❣❛✐♥ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ αk ✇❛s t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢ αk r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✭✸✳✶✶✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r
❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s ✭s♣♦t ✇✐❞t❤s✱ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ✭❋✳✸✮✮
✶✵✸
❆♣♣❡♥❞✐① ●
❋✐❣✳ ●✳✶✿ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣r♦✇♥ ♦♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥
s✉❜str❛t❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✭✶✱ ✷✱ ✸✮ ❛♥❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✭❛✱ ❜✮
❋✐❣✉r❡ ●✳✶ s❤♦✇s s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦✇✐r❡ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✭✶✱✷✱✸✮ ❛♥❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❛✱ ❜✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✜❣✳ ●✳✶❛
✶✵✹
❆♣♣❡♥❞✐① ● ✶✵✺
✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ●✳✶❜✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❈❞❙ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♠♣r✐♥ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ✐♥ ✜❣ ●✳✶❜✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❘✳ ❘❞❡r ✭✧■♥st✐t✉t ❢r ❋❡st❦r♣❡r♣❤②s✐❦✧✱
❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧❡r✲❯♥✐✈❡rs✐tt✱ ❏❡♥❛✮✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❍
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡ ❉❚❚ ❢♦r t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❝✉✈❡tt❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❈♦✉♠❛r✐♥ ✶✺✸ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ❍✳✶✳ dG ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛♥❞ z ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❞②❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
z1 = 0 µ♠ ❛♥❞ z2 = 109 µ♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ z3 = 290 µ♠ ❛♥❞ z4 = 398 µ♠✳ ❚❤❡s❡
r❡❢❡r t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡s t01 t♦ t
0
4 ✭s❡❝t✳ ✼✳✶✱ ❡q✳ ✭✼✳✶✮✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛
❝♦♥st❛♥t ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❣❧❛ss s♣❛❝❡r t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s a(z) = 0 ✭✜❣✳ ❍✳✶✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✼✳✶✮ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ ✐s✿
a =

0 t0 < t01
a1 t
0
1 < t
0 < t02
0 t02 < t
0 < t03
a2 t
0
3 < t
0 < t04
0 t04 < t
0
✭❍✳✶✮
✇✐t❤ a1 ❛♥❞ a2 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠✲
♣❛rt♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ zOb=t0
✭✜❣✳ ✼✳✶✮ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✭❡q✳ ✭✸✳✶✻✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡
τF ✮✿
R(t) =
h
1− e−(t−t0)/τr
i
Θ(t− t0), ✭❍✳✷✮
✇❤❡r❡ Θ(t− t0) ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜②
❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αGz = ln 10cC153✳
 ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡❝❛❞✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ t0 t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s
αt = cC153 ln 10
c
2n
✳ cC153 ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t t♦✿
•  = 1.5× 10−4 ❧·♠♦❧❡−1❝♠−1 ❬✷✾✺❪
• cC153 = 1× 10−3 ♠♦❧❡✴❧✳
❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡✲❣❧❛ss ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳
❖♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R(t)✱ t❤❡ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭a(t)✮ ❛♥❞
✶✵✻
❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ✶✵✼
❋✐❣✳ ❍✳✶✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z✿ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✳
dG✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ n✿ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ E ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z ✭♦r t0✮
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② αt✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✿
SF (t) = a0
Z t02
t01
e−αtt
0

1− e−(t−t0)/τ

Θ(t− t0)dt0
+ a0
Z t04
t03
e−αt(t
0−t03+t02)

1− e−(t−t0)/τ

Θ(t− t0)dt0.
✭❍✳✸✮
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❑● s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡
sigtD = (sys⊗ SF ) (tD). ✭❍✳✹✮
sys ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ s②st❡♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✳ ✼✳✶✮ ✇✐t❤ ❛ ❋❲❍▼ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
∆τeff = 150 ❢s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ■
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❡♠✐tt❡rs ♦✉t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r✳
SF (t) =
Z
(a(t0)R(t− t0)dt0 = (a⊗R)(t) ✭■✳✶✮
P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ a
✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❖♥❡ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧❲✐❡♥❡r✧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ a ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿
ba(t) ≈ F−1( S(ω)R(ω)
"
|R(ω)|2
|R(ω)|2 + (ω)
#)
. ✭■✳✷✮
❚❤❡ ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐❝ ❧❡tt❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❢♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
F−1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳  ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦  = 1/SNR✳ ❆❧t❤♦✉❣❤  ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛s❡✳ ❚❤✉s ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ♣②t❤♦♥ ❝♦❞❡✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲✐❡♥❡r
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❞❡❢ ✇✐❡♥❡r❴❞❡❝♦♥✭❞❛t❛✱r❡s♣✱ ❡♣s✐❧♦♥✮✿
❉❆❚ ❂ ♥♣✳❢❢t✳❢❢t✭❞❛t❛✮❀
❘❊❙ ❂ ♥♣✳❢❢t✳❢❢t✭r❡s♣✮❀
❞✐st ❂ ♥♣✳❢❢t✳✐❢❢t✭❉❆❚✴❘❊❙✯✭♥♣✳❛❜s♦❧✉t❡✭❘❊❙✮✯✯✷✴
✭♥♣✳❛❜s♦❧✉t❡✭❘❊❙✮✯✯✷✰❡♣s✐❧♦♥✮✮✮
r❡t✉r♥✭♥♣✳r❡❛❧✭❞✐st✮✮
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ✜t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②
❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❣✉❡ss❡❞✳ ■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
❛♥ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ r❛♥❞♦♠❧②
✭♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ✪✮✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳
■❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♦❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❛s r❡t❛✐♥❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇❛s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣②t❤♦♥
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❞❡❢ ❡✈♦❴❛❧❣♦r✐t❤♠✭t✱ ❞❛t❛✱ r❡s♣✱ ♠❛①❴❣❡♥✮✿
✶✵✽
❆♣♣❡♥❞✐① ■ ✶✵✾
★✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✐st ❂ ❞❛t❛✯✵✰♥♣✳s✉♠✭❞❛t❛✮✴♥♣✳s✐③❡✭❞❛t❛✮❀
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❂ ♥♣✳❛r❛♥❣❡✭✵✱♠❛①❴❣❡♥✱✶✮
★❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❧❞❴❞❛t❛ ❂ ❝r❡❛t❡❴r❡s✉❧t✭❞✐st✱ r❡s♣✮
★sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛
❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♦❧❞ ❂ ♥♣✳s✉♠✭✭♦❧❞❴❞❛t❛✲❞❛t❛✮✯✯✷✮❀
❢♦r ✐ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿
★ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♠✉t❛t✐♦♥
♠✉t ❂ ♥♣✳r❛♥❞♦♠✳r❛♥❞✭♥♣✳s✐③❡✭❞❛t❛✮✮✲✵✳✺
★ ❣r❛❜ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥❞❡① ❂ ♥♣✳r❛♥❞♦♠✳r❛♥❞✐♥t✭✵✱♥♣✳s✐③❡✭❞✐st✮✮❀
★♠✉t❛t❡ ♣♦✐♥t
♠✉t ❂ ♠✉t✯✵✳✵✵✺✯❞✐st❬✐♥❞❡①❪✰❞✐st❀
★t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
♠✉t ❂ ♠✉t✯✭♠✉t❃✵✮❀
★❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧
♥❡✇❴❞❛t❛ ❂ ❝r❡❛t❡❴r❡s✉❧t✭♠✉t✱ r❡s♣✮
★❝♦♠♣✉t❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛
❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♥❡✇ ❂ ♥♣✳s✉♠✭✭♥❡✇❴❞❛t❛✲❞❛t❛✮✯✯✷✮❀
★❦❡❡♣ ♠✉t❛t❡❞ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡
✐❢ ❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♥❡✇ ❁ ❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♦❧❞✿
❞✐st ❂ ♠✉t❀
❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♦❧❞ ❂ ❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❴♥❡✇❀
♦❧❞❴❞❛t❛ ❂ ♥❡✇❴❞❛t❛❀
r❡t✉r♥ ❞✐st
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❧✐✈❡rs ❢❛✐r❧② ♥♦✐s② s✐❣♥❛❧s
✐t ✐s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t τr ❛♥❞
♥♦✐s❡ ✭✜❣✳ ■✳✶✮✳ ❆s ❛ t❡st ❛ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ τr = 500 ❢s ✇❛s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❋❍❲▼✿ ∆τeff = 150 ❢s✮ ❛♥❞
t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡q✳ ✭✼✳✺✮✱ τr = 500 ❢s✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞
❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
✐t t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② s✐❣♥❛❧✱ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✶ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧✳
❋♦r t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡st✱ τr ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
200 ❢s ❛♥❞ 800 ❢s✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r
✭fg = 2.5× 10−3 ❢s−1✮✳
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●✳ ❨❛♥❣✳ ❆❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥ s✉❜✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡
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t❤❡ ▲❛2❖3✲❆❧2❖3✲❙✐❖2 ❣❧❛ss s②st❡♠✳ ❏✳ ◆♦♥✲❈r②st✳ ❙♦❧✐❞s✱
✸✺✻✭✷✵✲✷✷✮✿✶✵✹✸✕✶✵✹✽✱ ✷✵✶✵✳
❬✶✽✶❪ ❆✳ ❆r♦♥♥❡✱ ❙✳ ❊s♣♦s✐t♦✱ ❛♥❞ P✳ P❡r♥✐❝❡✳ ❋❚■❘ ❛♥❞ ❉❚❆ st✉❞② ♦❢ ❧❛♥t❤❛♥✉♠
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❛♥❞ ◆♦♥✲❇❧✐♥❞ ❉❡❜❧✉rr✐♥❣ ❯s✐♥❣ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❲❤✐t❡♥❡ss ▼❡❛s✉r❡s✳ ■❊❊❊
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✷✵✵✵✳
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✳✶ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❆❉❍ ❛✉t♦✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞✉s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥
❡②❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆❆❉❍ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✭❙♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❬✶✹❪✱ s❝❤❡♠❡
❢r♦♠ ❬✶✺❪✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✸✳✶ ❛✮ ❈❛rr✐❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ✉♣♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✿ ❧❡❢t✿ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡
♣❛✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✭❈❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞
✭❱❇✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿ ■✮ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ■■✮ t✇♦ ♣❤♦t♦♥ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥✱ ■■■✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t✇♦ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥❀ r✐❣❤t✿ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss✿ t❤❡r♠❛❧ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❉❊✮✱ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❚❍✮✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲
♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❊✲P❤✮✱ ❤♦❧❡✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❍✲P❤✮ ❛♥❞ ❡①❝✐✲
t♦♥ ✭❊❳❈✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜✮ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ ✭r✐❣❤t✱ |0 >✿ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ |1 >✿ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ |1e >✿ ❡①❝✐t❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ |1 > ✮✳ τr ❛♥❞ τF ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
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✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥❝② ηw ♦❢ t❤❡ ❖❑● ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ✇✐❞t❤ r❛t✐♦ wS/wG
✭✇❡❛❦ ❣❛t✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✹✳✶ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✹✳✷ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿ r❡❞✿ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡
♣✉❧s❡✱ ❣r❡❡♥✿ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✹✳✸ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❲▲❈ ❣❛t✐♥❣ ✭♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲
❝♦❧♦r ❖❑● s❡t✉♣✮✱ fP1 ❛♥❞ fP2✿ ♣❛r❡♥t❛❧ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
♠✐rr♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✹✳✹ ❙❡t✉♣ ❢♦r ❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✹✳✺ ❛✮ ❙tr✉❝t✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛①✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❜✮ ❉♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✺✳✶ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r
t✇♦✲❝♦❧♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❜✮ ❚❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡ ✭❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭λS = 530 ♥♠✮ ✉s✐♥❣ ❛
✵✳✼ ♠♠ t❤✐❝❦ s❧❛❜ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛s ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ✭●r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿
●❛✉ss✐❛♥ ✜t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✺✳✷ ❛✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❜✮ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✭λex = 440 ♥♠ ❛♥❞ λG = 800 ♥♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✺✳✸ ❛✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❜✮ ✶✴❡2 s♣♦t r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❲▲❈ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❑● ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❦♥✐❢❡✲❡❞❣❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❢✳ t❡①t✮ ✳ ✳ ✸✵
✺✳✹ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❛❜❧❡✮ ❜❡❛♠ ♣r♦✲
✜❧❡s ♦❢ ❛✮ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✭λG = 800 ♥♠✮ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ✭λS = 530
♥♠✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣♦t ♦❢
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭λ = 440 ♥♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✶✸✹
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✸✺
✺✳✺ ❙❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❣❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡✮✱ ②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡✿ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✳ ✳ ✳ ✸✷
✺✳✻ ❛✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱
❜✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✭❣❛t❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ♣✉❧s❡✮ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✻✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✭❛✐♠✿ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ❖❑●
♠❛t❡r✐❛❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✻✳✷ ❛✮ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n0 ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh = hν✱ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞
❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝✉r✈❡s✱ ❜r❛❝❦❡ts✿ ❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❜✮ ❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s
n0 ✭❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2❖3 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✿
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❜❧✉❡ tr✐❛♥❣❧❡s✿ ■❢t❡❦❤❛r ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✵❪✱ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❉❡❥♥❡❦❛
❡t ❛❧✳ ❬✶✽✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✻✳✸ ❛✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ ♣❤♦✲
t♦♥ ❡♥❡r❣② EPh✱ EU ✿ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❜✮
√
αEPh ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②EPh✱ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s
✭❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ✴❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❛♥❣❡s✮✱ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿
❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❡♥❡r❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✻✳✹ ❛✮ ❩✲❙❝❛♥ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✶ ✶✵ ♠♦❧✪ ♦❢ ▲❛2❖3 s❛♠♣❧❡ ❛t ♣✉❧s❡
❡♥❡r❣✐❡s E✱ ❛rr♦✇s✿ P❡❛❦✲❚♦✲❱❛❧❧❡② r❛t✐♦ ∆❚P❱❀ ❜✮ ∆❚P❱ ✈❛❧✉❡s ♦❢
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜r❛❝❦❡ts✿ s❧♦♣❡
∆❚P❱✴❊ ✐♥ 10−3 ♥❏−1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✻✳✺ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭nF2 ✿ ❝❣s ✉♥✐ts✱ n2✿ ❙■ ✉♥✐ts✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2❖3 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭n0✭✽✵✵ ♥♠✮✮✿ ❜❧❛❝❦
sq✉❛r❡s✿ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❜❧✉❡ tr✐❛♥❣❧❡s✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❇●❖ t❤❡✲
♦r② ✭❡q✳ ✭✻✳✺✮✮ ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥d ❛♥❞ νd ✈❛❧✉❡s✱ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✽✮ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
❙✐❖2✱ ❆❧2❖3 ❛♥❞ ▲❛2❖3 ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛✐r ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✻✳✻ ❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ γ = Qα2 ❜❡t✇❡❡♥ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② γ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③✲
❛❜✐❧✐t② αm✱ Q = m2 = (7.8 ± 0.6) × 1010 ❡s✉✴❝♠6 ✭✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❙❆▲
s②st❡♠✮✱ ❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ n2 ✈❛❧✉❡s ✭❡q✳ ✭✻✳✾✮✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2/3❖
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ γ▲❛2❖3 ✿ (2.2± 0.2)× 10−36 ❡s✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✻✳✼ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤ ✭❘■▼✮ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✱ ❧❡❢t✮ ♣❤❛s❡ ∆φ ✐♠♣r✐♥t❡❞
♦♥ s✐❣♥❛❧ ❜② ❣❛t❡ ♣✉❧s❡✱ r✐❣❤t✮ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭∆ng > 0
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ∆ng = 0 ✭r❡❞✮✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✻✳✽ ❛✮ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ●❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG(z)/IG(0) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ z ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs
∆τFit ❛♥❞ y0 ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ✭❡q✳ ✭✻✳✶✻✮✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss d/LD ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ LD✱ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✿ d/LD ✈❛❧✉❡ ♦❢
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✻✳✾ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❙❚❘❊❚✮ ♦❢
t❤❡ ❣❛t❡❞ ❲▲❈ ♣✉❧s❡✱ ❛✲❡✮✿ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡✱❢✮ t❤✐♥ ❛♥❞ t❤✐❝❦
❩♥❙✱ ❈②❛♥ ❧✐♥❡s✿ ❝❡♥t❡r ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❋❲❍▼ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
✜tt❡❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ s✉❜✜❣✉r❡s ❛s ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✸✻
✻✳✶✵ ❛✮ ❙②♠❜♦❧s✿ ❣❛t❡❞ ❲▲❈ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉s✐♥❣ ❚❡✲❣❧❛ss ❛s
❖❑● ♠❡❞✐✉♠✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❜② ✭✻✳✶✽✮✱ ❜✮ s②♠❜♦❧s✿ ✜tt❡❞ ✈❛❧✲
✉❡s ∆ng✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ∆ng ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙❡❧❧♠❡✐❡r
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝✮ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r a(λ) ❢r♦♠ ✭✻✳✶✽✮ ✭s❝❛❧❡ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♦♥✮ ✳ ✺✹
✻✳✶✶ ❘❛t✐♦s n2/∆ng ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭λ = 530 ♥♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✻✳✶✷ ❛✮ ❙✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❙❆▲✹✲❣❧❛ss ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ P■❙✱ IG = 0.50 ❚❲✴❝♠2✮✿
❜❧❛❝❦✿ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭P❙❙✮✱ r❡❞✿ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭P■❙✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ P❙❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❂ ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②
η✱ ❜✮ ❖❑● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❚❡✲❣❧❛ss ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
IG ✭✈❛❧✉❡s ✐♥ ●❲✴❝♠2✮✿ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❙❙ tr❛❝❡✱ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✿ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P■❙ tr❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✻✳✶✸ ❖❑● ❡✣❝✐❡♥❝② η ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t② IG✿ ❛✮ t❤❡ ❙❆▲✲
❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ ❜✮ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
✭❩♥❙✿ t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✻✳✶✹ ❛✮ ❙❡❧❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s dSF (IG) ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❑❡rr ♠❛t❡r✐❛❧s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✻✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s❀ ❜✮ s②♠❜♦❧s✿ tr❛♥s✐❡♥t ✭✜❧❧❡❞✮ ❛♥❞
♣❡r♠❛♥❡♥t ✭❡♠♣t②✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❩♥❙ ✭♣✐♥❦✮✱ ❚❡✲❣❧❛ss ✭♣✉r♣❧❡✮✱
❛♥❞ ◆✲❙❋✺✻ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡s ✭❝❢✳ t❡①t✮ ❢♦r t✇♦✲♣❤♦t♦♥
❈▼P❆ ✭s♦❧✐❞✮✱ t❤r❡❡✲♣❤♦t♦♥ ❈▼P❆ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✲❞❛r❦❡♥✐♥❣
✭❡♠♣✐r✐❝❛❧✱ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✻✳✶✺ ❋❖▼new ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② IG t❛❦✐♥❣ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♠✐t ❞✉❡
t♦ ❈▼P❆ ✭t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ deff ✱ ❡q✳
✭✻✳✷✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✼✳✶ ❚♦❋ ♠❡t❤♦❞✿ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ t❤✐♥
♦❜❥❡❝t✱ s♦❧✐❞ ✜❡❧❞✿ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦❜❥❡❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤
z✮✱ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡
R ✭r❡❞✮✱ R ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t✱ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤s✿ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❧❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭❉❚❚✮ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tD ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✼✳✷ ❛✮ ❙❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ st❛❝❦❡❞ s②st❡♠ ✭❛❞❤❡s✐✈❡ t❛♣❡ ❛♥❞ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱
✜❣✳ ✹✳✺❛✮✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ●❛✉ss✐❛♥ ✜ts✱ ❜✮ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t✇♦
♣❡❛❦s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✭✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✇✐❞t❤ δt✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙♣❛rr♦✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✷✺✸❪✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✼✳✸ ❙♣❡❝tr❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♣♦♥ ❢❡♠t♦❧❛s❡r
♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭λex = 440 ♥♠ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✼✳✹ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ✭tD✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣✲
♥❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ ❜✮ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❞❙
❡♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭F = 3.5♠❏✴❝♠2✮✱ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✿ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❣❛t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧✮✱ ❝✮ s♣❡❝tr❛❧ ❝❡♥✲
tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ tD ✭❞✐✛❡r❡♥t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✮✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡s ✭❧❛r❣❡ tD ✈❛❧✉❡s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✸✼
✼✳✺ Pr♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡① s♣❡❝tr❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❞❙
♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✭❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✮✿ ❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
✭❤♦❧❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✭✈❛❧❡♥❝❡✮ ❜❛♥❞ ✭❈❇✱ ❱❇✮ ✉♣♦♥ ♣❤♦t♦ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥✱ ❜✮ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✭❊❍P✮ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ✭❊❳❈✮ ❛❢t❡r
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ ❇✉rst❡✐♥✲▼♦ss ❡✛❡❝t ✭❇▼❊✮✱ ❝✮ ❤✉❣❡ ❡①❝✐t♦♥
❞❡♥s✐t② ❝❛✉s❡s ❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❇●❘✮✱ ❞✮ ❛❧♠♦st r❡❧❛①❡❞
s②st❡♠ ✭♥♦ ❇▼ ❛♥❞ ♥♦ ❇●❘ ❡✛❡❝ts✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✼✳✻ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❈❞❙ ❞♦✉✲
❜❧❡ ❧❛②❡r ✭❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✶✵✵ µm t❤✐❝❦ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✮ ✉♣♦♥
❢s ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭λex = ✹✹✵ ♥♠✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✢✉❡♥❝❡✮✱ s✐❣♥❛❧ ❛r♦✉♥❞
tD = 0 ❢s ❛♥❞ tD = 1000 ❢s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❝❢✳ t❡①t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✼✳✼ ❛✮ ❙♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ r❡❞✿ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ ❜❧❛❝❦✿ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮✱ ❜✮ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s τr ✭∆τeff = 100 ❢s✱
τF = 5 ♣s✮✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✼✳✺✮✱ ✐♥s❡t✿
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τfit ❛♥❞ τr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✼✳✽ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛✮ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
s✐❣♥❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✼❜✮✱ ❜✮ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ∆τeff ❛♥❞ ❝✮
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆τeff
♦♥t♦ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r t0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
τr✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✼✳✾ ❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚ ♦❢ ❛ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ✭τr/∆τeff =
10✮✳ ❜✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡ ✭✶✴❙◆❘✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ τr ❛♥❞
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✼✳✶✵ ❊✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥t♦ s✐❣♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❛✮ s♣❡❝tr❛❧❧② ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✭❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✱ F = 2.2♠❏✴❝♠2✮✱ s♠♦♦t❤❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡rs ✭❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωg✮✳ ❜✮ r❡❧❛t❡❞ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s✱ ❝✮ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❙◆❘ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ωg✱
r❡❞ ❧✐♥❡✿ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✜t✱ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ❙◆❘ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ ❜❧✉❡
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❙◆❘
❃ ✷✮ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✿ ❙◆❘ ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ωg ✈❛❧✉❡s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✼✳✶✶ ❉❡❧❛② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❝❡s ❛t ❛✮ ✺✵✵ ♥♠ ❜✮ ✺✶✶ ♥♠ ❛♥❞ ❝✮ ✺✷✵
♥♠ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❈❞❙ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭F = 2.2 ♠❏✴❝♠2✮✱ r❡❞ ❧✐♥❡s✿
s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤s✿ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❣r❡❡♥
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✜tt❡❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ s✿ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛t ✜t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❧❛②❡r✱
∆t0,scat✱ ∆t0,fit ❛♥❞ ∆t0,corr✿ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝❢✳ t❡①t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✼✳✶✷ ■♥✈❡rs❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡
F ❢♦r ❜❧❛❝❦✿ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❣r❡❡♥✿ ✜rst✱ r❡❞✿ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r
❢r♦♠ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✐♠♣r✐♥ts✱ r❡❞✲❣r❡❡♥✿ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s
♦❢ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ ✐♥s❡t✿ r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥s❡t t✐♠❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✼✳✶✸ ❇❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ s♠♦♦t❤❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭ωg = 0.06fs−1✮✱ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✿ ❛✮ F = 2.2 ♠❏✴❝♠2 ✱ ❜✮ F = 1.6
♠❏✴❝♠2✳ ai ❛♥❞ s✿ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✭✜rst
♠❛①✐♠✉♠ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ a1 = 1✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✸✽
✼✳✶✹ ❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❧✐♥❡✿ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❛❢t❡r
❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✮ ♦❢ ❈♦✉♠❛r✐♥ ✶✺✸ ✭❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✮ ✐♥ ❞♦✉❜❧❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡ ✭λex = 440 ♥♠✮✱ r❡❞ ❧✐♥❡s✿ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❚❚
✭τr = 600 ± 150 ❢s✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥s✮✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✿
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ✭❣❧❛ss s♣❛❝❡r ❛♥❞ ✢✉♦✲
r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✼✳✶✺ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤✿ r❡tr✐❡✈❡❞ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮
❜② ❛✮ ❲✐❡♥❡r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✮ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭τr =
600 ± 300 ❢s✱ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✮✱ r❡❞ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦✇ ♣❛ss
✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛♣♣❛r❛t✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r(t) ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✹✮✮✱ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤✿ ❜❧❛❝❦
sq✉❛r❡s✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ r❡❞ ❧✐♥❡s✿ r❡tr✐❡✈❡❞ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
❇✳✶ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ❑❡rr ❣❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
❈✳✶ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ❋✶ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋✷ ✭r❡❞✮✱ ❋✸
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❋✹ ✭②❡❧❧♦✇✮✿ r♦✇s✿ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ✜①❡❞✱ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♠♦✈✲
✐♥❣✱ ❝♦❧✉♠♥s✿ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ♠♦✈✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✜①❡❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✿ ✐♠❛❣❡ ♦r ♦❜❥❡❝t ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐rr♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
❈✳✷ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❖P❉ ✭❋✶✱ ✐♥ t❤❡ s❛❣✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✱
NA = 0.2✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
❉✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ∆τ ∗G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
❊✳✶ ❈❈❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s♣♦ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑●
❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❛✿ ●❛t❡ ❜❡❛♠ ✭λG = 800 ♥♠✮✱ ❜✿ ❛✿ ❙✐❣♥❛❧ ❜❡❛♠ ✭λS =
530 ♥♠✮✱ ❝❢✳ ✜❣✳ ✺✳✹ ❢♦r s♣♦t s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
●✳✶ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈❞❙ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣r♦✇♥ ♦♥
❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✭✶✱ ✷✱ ✸✮ ❛♥❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❛✱ ❜✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
❍✳✶ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝✉✈❡tt❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
z✿ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✳ dG✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ n✿
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ E ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ z ✭♦r t0✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
■✳✶ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✈❛r✐❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✺✳✶ ❈❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ s♣♦t r❛❞✐✐ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ wH ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ wV ✮✱
❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❡♥❣t❤ zR ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❲❍▼ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τ
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡s ❢♦r t✇♦✲❝♦❧♦r ❖❑● ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✺✳✷ ❊①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ r ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡rs ✭s❡❝t✳ ✹✳✸✳✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✻✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❙❆▲ ❣❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✻✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✭t❤✐s ✇♦r❦✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✷✷❪ ❛♥❞
❬✷✷✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✻✳✸ ❖♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs n2 ❬10−16 ❝♠2✴❲❪✱ nF2 ❬10
−13 ❡s✉❪✱ αO2− ❬➴3❪✱ αCat
❬➴3❪✱ αmeas ❬➴3❪✱ hγmeasi ❬10−36 ❡s✉❪✱ ❛♥❞ t❤❡ r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❙❆▲
❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❋✸✵✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✻✳✹ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❖❑● s❛♠♣❧❡s✿ ▼♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛2❖3
❢♦r t❤❡ ❙❆▲✲❣❧❛ss❡s✱ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❈0✱ ❆i✱ e❆i✱ ❇i✱ ❡qs✳ ✭✸✳✷✮
❛♥❞ ✭✸✳✸✮✳ ◆♦t❡ ❢♦r ❩♥❙ ❡q✳ ✭✸✳✸✮ ✇❛s ✉s❡❞ ✭A1, eAi ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Ai✮✱
❧✐♥❡❛r ✭❛t ✽✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✺✽✼✳✻ ♥♠✮ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❣s
✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❙■ ✉♥✐ts ❛t ✽✵✵ ♥♠✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n0✱ n2
❛♥❞ ✭♥F2 ✮✱ t❤❡ ❆❜❜❡ ♥✉♠❜❡r νd✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠✐s♠❛t❝❤
❜❡t✇❡❡♥ ✺✸✵ ❛♥❞ ✽✵✵ ♥♠ ✭∆nG✮✱ t❤❡ ❯r❜❛❝❤ ❡♥❡r❣② EU ✱ t❤❡ ❜❛♥❞
❣❛♣ E●❛♣ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t αth✱ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TG✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ✱ t❤❡
♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡ Vm✱ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥
k00✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ LD✱ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss d ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ deff ✱ a✿ ❬✶✵✺❪✱ b✿ ❬✶✵✻❪✱ c✿ ❬✽✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✻✳✺ ❊st✐♠❛t❡❞ ❈▼P❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t✇♦✲ ✭α2✮ ❛♥❞ t❤r❡❡✲ ✭α3✮ ♣❤♦t♦♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✼✳✶ ❚❤❡ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✷ ∆t ❛♥❞ ∆z✱ t❤❡
❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nG✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss dC ❛♥❞
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❣❛✉❣❡ dM ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✼✳✷ ❋✐tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs τfit✱ t0,fit ❛♥❞ a ✭τ ❛♥❞ a ♦❢ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ ♦♥❧②✮ ♦❢
t❤❡ ❉❚❚ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✳✺✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❧❛②❡r✳ s ✐s t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ ✭❝❢✳ t❡①t✮ ❛♥❞ ∆t0,scat t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦s✳ ❛♥❞ ❧❛②❡r ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆tmin ❛♥❞ ∆zmin✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r
❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❈❞❙ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡
✢✉❡♥❝❡s F ✳ ✭❛✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ❞✉r❛t✐♦♥ δt = 0.5(δt1 + δt2)✱ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ N✮ ✽✵
✶✸✾
▲✐st ♦❢ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❋✐rst ❛✉t❤♦r
• ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❈✳ ▼❤❧✐❣✱ ❲✳ P❛❛✱ ❚✳ ❩❡✉♥❡r✱ ❲✳ ❚r✐❡❜❡❧ ❛♥❞ ❍✳ ❙t❛❢❛st✱ ✧❋❡♠✲
t♦s❡❝♦♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ▼◆❛✯✯ st❛t❡s ✐♥ ❈❛❋2 ❛t ✸✳✷ ❡❱
❛♥❞ ✹✳✼ ❡❱✧✱ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ❇✳✱ ✶✵✹✭✵✶✮✿✶✼✲✷✵ ✭✷✵✶✶✮
• ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❉✳ ▲✐t③❦❡♥❞♦r❢✱ ❙✳ ●r✐♠♠✱ ❑✳ ❙❝❤✉st❡r✱ ❲✳ P❛❛ ❛♥❞ ❍✳ ❙t❛❢❛st✱
✧◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① st✉❞② ♦♥ ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ❣❧❛ss❡s✧✱ ❖♣t✳ ▼❛t✳
❊①♣r❡ss✱ ✹✭✶✵✮✿✷✵✻✻✲✷✵✼✼ ✭✷✵✶✹✮
• ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❉✳ ▲✐t③❦❡♥❞♦r❢✱ ❙✳ ●r✐♠♠✱ ❑✳ ❙❝❤✉st❡r✱ ❲✳ P❛❛ ❛♥❞ ❍✳ ❙t❛❢❛st✱
✧❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ❣❧❛ss ✲ ❛ s✉♣❡r✐♦r ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❛t ♠♦❞✲
❡r❛t❡ ♣✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✧✱ ❖♣t✳ ▼❛t✳ ❊①♣r❡ss✱ ✻✭✶✮✿✶✷✺✲✶✸✵ ✭✷✵✶✻✮
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
• ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❩✳ ❙✉♥✱ ❉✳ ◆❣✉②❡♥✱ ▲✳ ❊♠♠❡rt✱ ❲✳ ❘✉❞♦❧♣❤✱ ✧❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡✈✐s✐t❡❞✧✱ Pr♦❝✳ ❙P■❊✿ ▲❛s❡r✲■♥❞✉❝❡❞
❉❛♠❛❣❡ ✐♥ ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s✿ ✷✵✶✶✱ ✈♦❧✉♠❡✿ ✽✶✾✵✱ ✽✶✾✵✷✽ ✭✷✵✶✶✮
• ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❈✳ ▼❤❧✐❣✱ ❲✳ P❛❛✱ ❍✳ ❙t❛❢❛st✱ ❲✳ ❚r✐❡❜❡❧✱ ❚✳ ❩❡✉♥❡r✱ ✧P♦♣✉❧❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ▼◆❛ ❝❡♥t❡r st❛t❡ ✐♥ ❈❛❋2 ✉♣♦♥ ❢s ❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t
✸✾✷ ♥♠ ❛♥❞ ✷✻✷ ♥♠✧✱ Pr♦❝✳ ❙P■❊✿ ▲❛s❡r✲■♥❞✉❝❡❞ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥ ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s✿
✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✽✹✷✱ ✼✽✹✷✶❘ ✭✷✵✶✵✮
• ❲✳ ❘✉❞♦❧♣❤✱ ▲✳ ❊♠♠❡rt✱ ❉✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❈✳ ❑❛rr❛s✱ ❩✳ ❙✉♥✱ ❘✳ ❲❡❜❡r✱ ✧❙✉❜✲
♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❤✐♥ ✜❧♠s✧✱ Pr♦❝✳ ❙P■❊✿ P❛❝✐✜❝ ❘✐♠
▲❛s❡r ❉❛♠❛❣❡ ✷✵✶✶✿ ❖♣t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❍✐❣❤ P♦✇❡r ▲❛s❡rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✷✵✻✱
✽✷✵✻✵❉ ✭✷✵✶✶✮
• ❈❤✳ ▼❤❧✐❣✱ ❍✳ ❙t❛❢❛st✱ ❲✳ ❚r✐❡❜❡❧✱ ❚❤✳ ❩❡✉♥❡r✱ ❈❤✳ ❑❛rr❛s✱ ▼✳ ▲❡t③✱ ✧■♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ◆❛✲r❡❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ ❉❯❱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❈❛❋2✿ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞
✈❡rs✉s ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✧✱ Pr♦❝✳ ❙P■❊✿ ▲❛s❡r✲■♥❞✉❝❡❞ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥ ❖♣✲
t✐❝❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s✿ ✷✵✵✾✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✺✵✹✱ ✼✺✵✹✵■ ✭✷✵✵✾✮
Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❚❛❧❦s
• ✧❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ●❧❛ss ✲ ❆ ❙✉♣❡r✐♦r ▼❡❞✐✉♠ ❢♦r ❖♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ●❛t✐♥❣ ❛t
▼♦❞❡r❛t❡ P✉♠♣ ■♥t❡♥s✐t②✧✱ ❖❙❆ t♦♣✐❝❛❧ ♠❡❡t✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❑❛✉❛✐✱
❍❛✇❛✐✐✱ ✷✵✶✺
• ✧❚❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜ ✲ ♣s t✐♠❡ r❛♥❣❡✧✱
❖❙❆ t♦♣✐❝❛❧ ♠❡❡t✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❑❛✉❛✐✱ ❍❛✇❛✐✐✱ ✷✵✶✺
✶✹✵
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✹✶
P♦st❡rs
• ✧❚❡♠♣♦r❛❧ ✇❛❧❦✲♦✛ ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲♣s t✐♠❡ r❛♥❣❡✧✱
■❖◆❙ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❖❙❆✱ ❑❛r❧sr✉❤❡✱ ✷✵✶✹
• ✧❑❡rr ❣❛t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❡❧❧✉r✐t❡ ❣❧❛ss❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✧✱
❉P● ❋r❤❥❛❤rst❛❣✉♥❣✱ ❉r❡s❞❡♥ ✷✵✶✹
❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡
P❡rs♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
◆❛♠❡✿ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❛rr❛s
❉❛t❡ ♦❢ ❇✐rt❤✿ ▼❛② ✷✹✱ ✶✾✽✻
P❧❛❝❡ ♦❢ ❇✐rt❤✿ ▼❡✐♥✐♥❣❡♥
◆❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ●❡r♠❛♥
❊❞✉❝❛t✐♦♥
✵✼✴✷✵✶✵ ●r❛❞✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥✐✈❡rs✐t② ✭❉✐♣❧♦♠❛ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✮✱ ❏❡♥❛
✵✾✴✷✵✵✾ ✲ ✵✻✴✷✵✶✵ ❉✐♣❧♦♠❛ t❤❡s✐s ❛t t❤❡ ✧■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✧✱
❚✐t❧❡✿ ✧▼◆❛✲❉❡❢❡❦t③❡♥tr❡♥ ✐♥ ❈❛❋2✲❊✐♥❦r✐st❛❧❧❡♥✿ ❑♦♠✲
❜✐♥✐❡rt❡ ❢s✲▲❛s❡r♣✉❧s❛♥r❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ✼✽✺ ♥♠✱ ✸✾✷ ♥♠ ✉♥❞ ✷✻✷
♥♠✧
✵✾✴✷✵✵✹ ✲ ✵✼✳✷✵✶✵ ❙t✉❞② ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ P❤②s✐❝s ✭❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ P❤②s✐❦✮ ❛t t❤❡
✧❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧❡r✲❯♥✐✈❡rs✐tt✧✱ ❏❡♥❛
✵✻✴✷✵✵✹ ❆❜✐t✉r
✵✽✴✶✾✾✻ ✲ ✵✻✴✷✵✵✹ ❍❡♥✢✐♥❣ ●②♠♥❛s✐✉♠✱ ▼❡✐♥✐♥❣❡♥
❆❝❛❞❡♠✐❝ ❝❛r❡❡r
s✐♥❝❡ ✵✶✴✷✵✶✷ P❤❉ st✉❞❡♥t ❛t ✧✭▲❡✐❜♥✐③✮ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✧✱
❏❡♥❛
✶✶✴✷✵✶✶✲✵✶✴✷✵✶✷ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥t ❛t ✧■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✧✱
❏❡♥❛
✵✾✴✷✵✶✵✲✶✵✴✷✵✶✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥t ♦❢ Pr♦❢✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❘✉❞♦❧♣❤ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ◆❡✇ ▼❡①✐❝♦✱ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡✱ ◆❡✇ ▼❡①✐❝♦✱ ❯❙❆
✵✾✴✷✵✵✽✲✵✸✴✷✵✵✾ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥t ❛t ●❘■◆❚❊❈❍ ●♠❜❍✱ ❏❡♥❛
✵✶✴✷✵✵✽✲✵✹✴✷✵✵✽ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛ss✐st❛♥t ♦❢ Pr♦❢✳ ❇r✐❛♥ ❑✐♥❣ ❛t ▼❝▼❛st❡r ❯♥✐✈❡r✲
s✐t②✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❖♥t❛r✐♦✱ ❈❛♥❛❞❛
❏❡♥❛✱ ❆♣r✐❧ ✷✼✱ ✷✵✶✻ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❛rr❛s
✶✹✷
❚❤❡s❡♥
✶✳ ▲❛✉❢③❡✐t✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✭❚♦❋ ❂ ❚✐♠❡ ♦❢ ❋❧✐❣❤t✮ ✐♥ ❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠❡♥
❦❛♥♥ ③✉r t✐❡❢❡♥❛✉❢❣❡❧st❡♥ ❙②st❡♠❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✲
✇❡✐s❡ ❧✐❡❢❡rt ▲■❉❆❘ ✭▲✐❣❤t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛♥❣✐♥❣✮ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ Pr♦✜❧❡
❛✉s❣❡✇❤❧t❡r ❆t♠♦s♣❤r❡♥❜❡st❛♥❞t❡✐❧❡✳
✷✳ ❩✉r ❢✉♥❦t✐♦♥❡❧❧❡♥ ♠♦❧❡❦❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❛♥❛❧②s❡ ❧sst s✐❝❤ ❞✐❡ ❚❡❝❤♥✐❦ ❛✉❢
❧✉♠✐♥❡s③✐❡r❡♥❞❡ ❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠❡ ❛♥✇❡♥❞❡♥✳
✸✳ ❙❡❤r ❞♥♥❡ ❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠❡ ✇✐❡ ❞❡r ❆✉❣❡♥❤✐♥t❡r❣r✉♥❞ ♠✐t ❙❝❤✐❝❤t❞✐❝❦❡♥ ✐♠
❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✶✵ µ♠ ❡r❢♦r❞❡r♥ ❡✐♥❡ ❩❡✐t❛✉✢s✉♥❣ ✈♦♥ 10−13 s ❜❡✐ ❞❡r ❆♥r❡✲
❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❉❡t❡❦t✐♦♥✳ ❉✐❡s ❧sst s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❆❜t❛st❡♥ ❞❡s ▲✐❝❤ts✐❣♥❛❧s ♠✐t
❡✐♥❡♠ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑❡rrs❝❤❛❧t❡r ✭❖❑●✮ ♥❛❝❤ ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥ ✭❢s✮✲▲❛s❡r❛♥r❡❣✉♥❣
r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✳
✹✳ ❇❡✐ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ▲✉♠✐♥❡s③❡♥③ ❛✉❢ ❞❡r ✉❧tr❛❦✉r③❡♥ ❩❡✐ts❦❛❧❛ ❦♥♥❡♥ ✈✐❡❧❡
s♦♥st ✈❡r♥❛❝❤❧ss✐❣❜❛r❡ ❊✛❡❦t❡ ❞✐❡ ❩❡✐t❛✉✢s✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tt ❞❡s ❙②s✲
t❡♠s ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❛❢r s✐♥❞ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✱ ▼✉❧t✐♣❤♦t♦♥❡♥❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥✱ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♠ ❖❑●✲▼❛t❡r✐❛❧ ♦❞❡r ❞❛s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r
❙❝❤✐❝❤ts②st❡♠❡✳
✺✳ ▼✐t ❞❡♠ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❉❡t❡❦t✐♦♥ss②st❡♠ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ♦♣t✐♠✐❡rt❡♥ ❖❑●✲
▼❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ss②st❡♠s ✇✉r❞❡♥ ❖rts❛✉✢✲
s✉♥❣❡♥ ❜✐s ③✉ ∆z = 2 µ♠ ♠❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ❛♥ ❛✉s❣❡✇❤❧t❡♥ ❚❡sts②st❡♠❡♥ ♥❛❝❤❣❡✲
✇✐❡s❡♥✳
✻✳ ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ✭❙❆▲✮ ●❧❛s ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ✈♦♥ η > 50 ✪ ❜❡✐♠
❙❝❤❛❧t❡♥ ♠✐t ♠♦❞❡r❛t❡♥ ❙❝❤❛❧t♣✉❧s✐♥t❡♥s✐tt❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ IG = 500 ●❲✴❝♠2✱
❞✐❡ ♠✐t ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ❢s✲▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❜❡✐ ❘❡♣❡t✐t✐♦♥sr❛t❡♥ ✐♠ ▼❍③ ❇❡✲
r❡✐❝❤ r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r s✐♥❞✳
✼✳ ❉✐❡ ❛①✐❛❧❡ ❆✉✢s✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ✇✐r❞ ❤❛✉♣ts❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤❛❧t③❡✐t❡♥
✭❆♥r❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡t❡❦t✐♦♥✮ ✉♥❞ ❞❛s ❙✐❣♥❛❧✲③✉✲❘❛✉s❝❤✈❡r❤❧t♥✐s ✭❙◆❘✮ ❜❡✲
st✐♠♠t✳ ❇❡✐ ❤♦❤❡♠ ❙◆❘ ✐st ❞✐❡ ❆✉✢s✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠s ♥❛❤❡③✉ ✉♥❛❜❤♥❣✐❣
✈♦♥ ❞❡♠ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ✈❡r♠❡ss❡♥❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥✳
✽✳ ❩✉♠ ❊r♠✐tt❡❧♥ ❞❡r ❆✉✢s✉♥❣ ✉♥❞ ③✉r ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r rt❧✐❝❤❡♥ ❊♠✐tt❡r✲
✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ③❡✐t❛✉❢❣❡❧st❡♥ ❙✐❣♥❛❧ ❦♥♥❡♥ ❛✉s ❞❡r ▼✐❦r♦s❦♦♣✐❡ ❜❡❦❛♥✲
♥t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳
✾✳ ❉✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r st✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ❈❛❞♠✐✉♠s✉❧✜❞✲✭❈❞❙✮
◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥✱ ❡✐♥❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❚❡sts②st❡♠✱ ❧✐❡❣t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✵✳✶ ♣s
✉♥❞ ✺ ♣s✳ ❉✐❡s❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐st ❛❜❤♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s✢✉❡♥③✳
✶✵✳ ❉❛s ❦♦♠♣❧❡①❡ s♣❡❦tr❛❧✲③❡✐t❧✐❝❤❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❈❞❙✲◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥
✐st ❡✐♥❡ ❋♦❧❣❡ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❢s✲▲❛s❡r❛♥r❡❣✉♥❣✳
✶✹✸
❚❤❡s❡s
✶✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❧✐❣❤t ✭❚♦❋ ❂ ❚✐♠❡ ♦❢ ❋❧✐❣❤t✮
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
✉s❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts
✭▲■❉❆❘✱ ❧✐❣❤t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣✮✳
✷✳ ❋♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❧✉♠✐♥❡s❝❡♥t ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
✸✳ ❋♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥ str✉❝t✉r❡❞ ❧❛②❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✱ s❤♦✇✐♥❣
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵ µ♠✱ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
10−13 s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❜♦t❤✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
t❡♠♣♦r❛❧❧② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✉♣♦♥ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✭❢s✮✲❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❣❛t❡✳
✹✳ ▼❛♥② ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❝❛♥ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❛✛❡❝t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠✳
✺✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ ∆z = 2 µ♠
✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st s②st❡♠s✳
✻✳ ❙✐❖2✲❆❧2❖3✲▲❛2❖3 ✭❙❆▲✮ ❣❧❛ss ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❖❑● ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r t❤❡
♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② η > 50 ✪ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❣❛t❡ ♣✉❧s❡
✐♥t❡♥s✐t✐❡s IG ≈ 500 ●❲✴❝♠2✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❢s✲❧❛s❡r
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ▼❍③✳
✼✳ ❚❤❡ ❛①✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠♦st❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t✐♥❣
t✐♠❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ❆t ❧❛r❣❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳
✽✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡♠✐t✲
t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧✱ ♠❡t❤♦❞s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
✾✳ ❙t✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝❛❞♠✐✉♠ s✉❧✜❞❡ ✭❈❞❙✮ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❧❡①
❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ♣s ❛♥❞ ✺ ♣s✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡✳
✶✵✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ s♣❡❝tr♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❈❞❙ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s
✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♣♦♥ ❢s✲❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
✶✹✹
❉❛♥❦s❛❣✉♥❣
❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉♦❦t♦r❛r❜❡✐t ✐st ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ✧❵▲❛s❡r❞✐❛❣♥♦st✐❦✧✬ ❛♠ ▲❡✐❜✲
♥✐③ ■♥st✐t✉t ❢r P❤♦t♦♥✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ✭■P❍❚✮ ✐♥ ❏❡♥❛ ❡♥tst❛♥❞❡♥✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r
❙t❡❧❧❡ ♠❝❤t❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ♣❡rs♥❧✐❝❤❡♥ ❉❛♥❦ ❛♥ ❛❧❧ ❥❡♥❡ r✐❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉♠ ❡r❢♦❧❣✲
r❡✐❝❤❡♥ ❆❜s❝❤❧✉ss ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳
❇❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❡r❜❡rt ❙t❛❢❛st ❢r ❞✐❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ❜❡r ❞✐❡
❣❡s❛♠t❡ Pr♦♠♦t✐♦♥s③❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ♥t③❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❙♣✐❡❧♠❛♥♥ ❢r ❞❛s ❊rst❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡s ❩✇❡✐t❣✉t❛❝❤t❡♥s
❞❡r ❆r❜❡✐t✱ s♦✇✐❡ ♥t③❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ P❛tr✐❝❦ ◆r♥❜❡r❣❡r ❢r ❞❛s ❊rst❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡s ❉r✐tt❣✉t❛❝❤t❡♥s ❞❡r
❆r❜❡✐t✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❏r❣❡♥ P♦♣♣ ❢r ❞✐❡ ❋✐♥❛♥③✐❡r✉♥❣ ✇❤r❡♥❞ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❞❛s
■P❍❚✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❛rt♠✉t ❇❛rt❡❧t ❢r ❞✐❡ ❇❡r❡✐ts❝❤❛❢t ③✉r ❡rs❛t③✇❡✐s❡♥ ❇❡tr❡✉✉♥❣
❞❡r ❆r❜❡✐t✱ s♦✇✐❡ ❢r ♥t③❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛✱
• ❉r✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❛❛ ❢r ❞✐❡ ❛✉❢❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞✐❡ ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡
s♦✇✐❡ ❛❧❧③❡✐t✐❣❡r ❦♦♠♣❡t❡♥t❡r ❍✐❧❢❡ ❜❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ✉♥❞ ❋r❛❣❡♥✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❚r✐❡❜❡❧ ❢r ❞✐❡ ❛✉s❢❤r❧✐❝❤❡ ❇❡❛♥t✇♦rt✉♥❣ ✈♦♥ ❋r❛❣❡♥
③✉ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❍✐♥t❡r❣r♥❞❡♥ ✉♥❞ ✈✐❡❧❡ ❤✐❧❢r❡✐❝❤❡ ❚✐♣♣s✱
• ❉♦③✳ ❉r✳ ❉✐❡tr✐❝❤ ❙❝❤✇❡✐t③❡r ✉♥❞ ❉r✳ ▼❛rt✐♥ ❍❛♠♠❡r ❢r ❞✐❡ ❉✐s❦✉s✲
s✐♦♥❡♥ ❜❡③❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡sss②st❡♠s ❢r ❞❡♥ ❆✉✲
❣❡♥❤✐♥t❡r❣r✉♥❞✱
• Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❛rst❡♥ ❘♦♥♥✐♥❣ ✉♥❞ ❘♦❜❡rt ❘❞❡r ✭■♥st✐t✉t ❢r ❋❡st❦r✲
♣❡r♣❤②s✐❦✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧❡r ❯♥✈❡rs✐tt ❏❡♥❛✮ ❢r ❞✐❡ ❇❡r❡✐tst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❈❞❙
◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❢r ❢r✉❝❤t❜❛r❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❜❡③❣❧✐❝❤ ❞✐❡s❡r✱
• ❉♦r✐s ▲✐t③❦❡♥❞♦r❢✱ ❙t❡♣❤❛♥ ●r✐♠♠ ✉♥❞ ❉r✳ ❑❛② ❙❝❤✉st❡r ❢r ❞✐❡
❇❡r❡✐tst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❩♥❙ ✉♥❞ ❞❡r ◆✲❙❋✺✻ Pr♦❜❡♥✱ ❢r ❞✐❡ Pr♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❇❡r❡✐tst❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✭●❧❛s❜❡r❣❛♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❉✐❝❤t❡
✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t✮ ❞❡r ❙❆▲✲ ✉♥❞ ❚❡❧❧✉r✐t✲●❧❛s♣r♦❜❡♥
s♦✇✐❡ ❢r ♥t③❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ❜❡③❣❧✐❝❤ ❞❡r ●❧❛ss❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱
• ❉r✳ ❚❤♦♠❛s ❩❡✉♥❡r ❢r ❞✐❡ ❦♦♠♣❡t❡♥t❡ ❯♥t❡rstt③✉♥❣ ❜❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ♠✐t
❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥❧❛s❡rs②st❡♠✱
• ▼❛tt❤✐❛s ❆r♥③ ❢r ❞✐❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ●❧❛ss✲ ✉♥❞ ❞❡r ❩♥❙✲Pr♦❜❡♥✱
• ❑♦❦✐❧❛ ❊❣♦❞❛❣❡ ❢r ❞✐❡ ❊♥❣❧✐s❝❤❦♦rr❡❦t✉r✱
• ❞❡♥ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r♥ ❞❡r ❲❡r❦st❛tt ✭✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❉✐❞✐✱ ❋❛❜✐❛♥ ✉♥❞ ▼✐❝❤❛✮
❢r ❞✐❡ s❝❤♥❡❧❧❡ ✉♥❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❡❧❧❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❲❡r❦st❛tt❛✉❢tr❣❡✱
✶✹✺
• P❡r ❍❡✐s❡❧✱ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ▼❤❧✐❣✱ ❉r✳ ❚❤♦♠❛s ❩❡✉♥❡r s♦✇✐❡ ❉r✳
❋r❛♥❦ ●❛r✇❡ ❢r ❞✐❡ ❢r❡✉♥❞s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❇r♦❛t♠♦s♣❤r❡✱ ❛❧❧③❡✐t✐❣❡ ❯♥t❡r✲
stt③✉♥❣ s♦✇✐❡ ❧✉st✐❣❡ ✉♥❞ ❡r♥st❡ ●❡s♣r❝❤❡ ❜❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t✲
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆♥❣❡❧❡❣❡♥❤❡✐t❡♥✱
• ❘♦♥♥② ❋rst❡r✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❡r❜❡rt ●r♦ss ✉♥❞❉r✳ ❏♦❛❝❤✐♠ ❇❡r❣♠❛♥♥
❢r ♥t③❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ❜❡③❣❧✐❝❤ ▼✐❦r♦s❦♦♣✐❡ ✉♥❞ ❖♣t✐❦✱
• ❋❡❧✐① ▼✉❝❤❛ ❢r ♥t③❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ❜❡③❣❧✐❝❤ ❊♥t❢❛❧t✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠❡♥✱
• ❉✐r❦ ▼❧❧❡r✱ ❆♥❞r❡❛s ◆❛❣❡❧ ✉♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❚❡✉♣s❡r ❢r ❞✐❡ ❯♥t❡rstt③✉♥❣
❜❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦✱
• ❞❡♥ ❜r✐❣❡♥ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❞❡r ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ❢r ✐❤r ♦✛❡♥❡s ❖❤r ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❋r❛❣❡♥✱
❞❡♥ ❛♥❣❡♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ✉♥❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❆r❜❡✐ts❛❧❧t❛❣✳
❇❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ❛♥ ❧❡t③t❡r ❙t❡❧❧❡ ♠❡✐♥❡♥ ❋r❡✉♥❞❡♥ ✐♥ ❏❡♥❛✱ ✭❘❛✉♠✮ ▼❡✐♥✐♥❣✲
❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡✱ s♦✇✐❡ ♠❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥✱ ♠❡✐♥❡♥ ●r♦❡❧t❡r♥✱ ♠❡✐♥❡r ❙❝❤✇❡st❡r
♠✐t ❋❛♠✐❧✐❡ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡r ❈♦✉s✐♥❡✱ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❢r ❞✐❡ ❯♥t❡rstt③✉♥❣ ✉♥❞ s♣❡③✐❡❧❧ ❞❛❢r✱
❞❛ss s✐❡ ✐♠♠❡r ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s ❖❤r ❢r ♠❡✐♥❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❤❛tt❡♥✱ s✐❝❤ ✭✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♠ ❧❡t③✲
t❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t✮ ♠❡✐♥ ✧●❡❥❛♠♠❡r✧ ❛♥❣❡❤rt✱ ♠❡✐♥ ✧●❡♠❡❝❦❡r✧ ❡rtr❛❣❡♥ ✉♥❞
♠✐❝❤ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡♠✉♥t❡rt ❤❛❜❡♥✱ ✉♥❞ ♥❛tr❧✐❝❤ ❢r ❞✐❡ ❡♥ts♣❛♥♥❡♥❞❡ ❩❡✐t ❛♠
❊r♥st✲❍❝❦❡❧✲P❧❛t③ ✐♥ ❏❡♥❛✳
✶✹✻
❊r❦❧r✉♥❣ ❞❡r ❙❡❧❜stst♥❞✐❣❦❡✐t
■❝❤✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❛rr❛s ❡r❦❧r❡✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜st♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst ✉♥❞
❦❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❜❡♥✉t③t ❤❛❜❡✳ ❉✐❡ ❛✉s
❛♥❞❡r❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ❞✐r❡❦t ♦❞❡r ✐♥❞✐r❡❦t ❜❡r♥♦♠♠❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥③❡♣t❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r
❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲❡❞❡r ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥✱ ❛✉❡r ❞❡♥ ✐♥
❞❡r ❉❛♥❦s❛❣✉♥❣ ❜❡♥❛♥♥t❡♥ P❡rs♦♥❡♥✱ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ♥♦❝❤ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❞✐❡ ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s Pr♦♠♦✲
t✐♦♥s❜❡r❛t❡rs ✐♥ ❆♥s♣r✉❝❤ ❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ◆✐❡♠❛♥❞ ❤❛t ✈♦♥ ♠✐r ❣❡❧❞✇❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥
✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ■♥❤❛❧t ❞❡r ✈♦r❣❡❧❡❣t❡♥ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ■❝❤ ❤❛❜❡
❞✐❡ ❉✐ss❡r❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❛❧s Pr❢✉♥❣s❛r❜❡✐t ❢r ❡✐♥❡ st❛❛t❧✐❝❤❡ ♦❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡
Pr❢✉♥❣s❛r❜❡✐t ♦❞❡r ❛❧s ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ✭❛✉❝❤ ♥✉r ✐♥ ❚❡✐❧❡♥✮ ❛♥ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥
❍♦❝❤s❝❤✉❧❡ ❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t✳
❙❡✐t❡♥s ❞❡s ❱❡r❢❛ss❡rs ❜❡st❡❤❡♥ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥✇♥❞❡✱ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢r
❞✐❡ ✛❡♥t❧✐❝❤❡ ◆✉t③✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❚❤r✐♥❣❡r ❯♥✐✈❡rs✐tts✲ ✉♥❞ ▲❛♥❞❡s❜✐❜❧✐♦t❤❡❦ ③✉r
❱❡r❢❣✉♥❣ ③✉ st❡❧❧❡♥✳
❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t❤♦rs❤✐♣
■✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❛rr❛s✱ ❤❡r❡❜② ❞❡❝❧❛r❡✱ t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐t ❛r❡
♠② ♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠② ♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ■
❝♦♥✜r♠ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ q✉♦t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ♦❢ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ s♦✉r❝❡
✐s ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ q✉♦t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♠②
♦✇♥ ✇♦r❦✳ ■ ❤❛✈❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ❛♥② ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥② q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦♥s✉❧t❛♥t✳ ■ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
♥♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥② ♠♦♥❡t❛r② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤✐r❞ ♣❛rt✐❡s ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s
r❡s❡❛r❝❤ t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ❝❡rt✐❢② t❤❛t t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ t❤❡s✐s ♦r ❛♥② ♣❛rt ♦❢ ✐t
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❏❡♥❛ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ●❡r♠❛♥② ♦r ❛❜r♦❛❞✳
❏❡♥❛✱ ❆♣r✐❧ ✷✼✱ ✷✵✶✻ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❛rr❛s
✶✹✼
